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Se “差分 计算 的 基本 原理 


流体 力学 中 的 数值 计算 方法 有 许多 种 ,如 有 限 差 分 或 有 限 体 积 法 .有 限 元 法 、 面 元 法 、 
特征 线 法 . 谱 法 .积分 关系 式 法 . 格 六 法 .统计 试验 法 .Monte-Carlo 法 , 摄 动 法 等 。 由 于 访 
体力 学 所 处 理 问题 的 物理 模型 复杂 多 样 ,针对 不 同 的 问题 可 能 要 采用 上 述 不 同 的 方法 ,也 
目前 在 处 理 大 量 工 程 实际 问题 中 应 用 最 为 广泛 又 较 成 熟 的 方法 仍 是 有 限 差分 法 (有限 体 
积 法 ) 和 有 限 元 法 。 许 多 方法 有 其 图 在 的 特点 ,也 与 其 他 方法 相关 。 本 书 主要 向 大 家 介绍 
有 限 差分 法 《有限 体 积 法 }) 和 有 限 元 法 。 

从 应 用 上 讲 , 有 限 差分 法 较 多 集中 在 解决 依赖 于 时 间 的 问题 ( 双 曲 型 方程 或 抛物 型 方 
程 ), 而 有 限 元 法 则 侧重 应 用 于 定 态 问题 ( 糖 网 型 方程 ) ,但 这 并 不 是 编 对 的 .现在 用 空间 步 
进 的 差分 方法 解 定常 问题 ,以 及 用 有 限 元 法 解 抛物 型 问题 都 已 相当 普 沽 有限 元 法 解 冯 曲 
型 向 题 也 己 展 开 ,近年 来 已 取得 显著 效果 ,并 出 现 了 用 有 限 元 法 解 高 超声 速 粘 流 问题 的 报 


H+ 
A 


本 章 主要 介绍 流体 力学 基本 方程 及 其 数学 分 类 ,边界 条 件 的 处 理 方法 ,有限 差 分 与 有 
限 体积 法 的 基本 原理 等 ,为 以 后 各 章 分 析 差分 方法 在 不 同情 况 下 的 应 用 打下 基础 。 


1.1 引言 


月 差分 法 (含有 限 体 积 法 ) 是 计算 营 体 力学 中 的 主要 方法 。 最 早 的 应 用 可 追溯 到 
1933 年 ,A. Thom 手 算 了 低速 绕 圆柱 流 场 。 有 限 差分 方法 简单 ,方便 , 易 使 人 误 认为 只 要 
有 大 型 快速 的 计算 机 ,有 意义 的 工程 问题 就 可 用 有 限 差分 法 轻易 得 到 解决 。 其 实 ,差分 计 
算 中 存在 很 多 问题 ,如 稳定 性 ,收敛 性 精度、 不 规则 曲线 边界 条 件 处 理 等 以 及 由 方程 非 线 
性 引起 的 困难 。 这 说 明 有 限 差分 方法 中 还 有 许多 不 解 之 这 ,计算 方法 大 有 改进 的 必要 ; 同 
时 也 说 明了 为 什么 在 有 限 差分 法 之 外 还 有 许多 如 前 面 所 搬 述 的 其 他 方法 。 在 有 限 佐 分 方 
法 被 广汉 应 用 的 几 十 年 则 ,差分 方法 本 身 也 取得 了 很 大 的 进展 ,如 在 复杂 边界 的 网 格 处 
理 . 计 算 效率 的 提高 .精度 的 改进 .间断 面 的 捕捉 等 方面 都 有 了 长 足 的 进步 。 

用 数值 方法 解 流 体力 学 工程 问题 时 ,总 是 先 列 出 求解 问题 的 控制 方程 (如 N.S. 方 
程 ), 然 后 对 方程 进行 离散 ,满足 具体 问题 的 定 解 条 件 ,最 后 在 计算 机 上 解 出 流 场 .可 见 , 这 
是 经 典 的 理论 流体 力学 数值 计 算 方 法 与 计算 机 技术 三 者 的 综合 。 因 此 ,计算 流体 力学 更 
接近 于 实验 流体 力学 的 实验 仿真 。 内 是 后 者 用 空间 点 物理 量 的 测量 结果 而 前 者 用 空间 点 
物理 量 的 计算 结果 来 表示 流 场 。 经 过 近 几 十 年 的 发 展 ,计算 流体 力学 已 接近 于 实用 阶 眉 。 
目前 ,三 维 真 实 流 场 的 数值 模拟 和 跨 声 速 巡 航 飞行 时 飞机 全 机 的 气动 辅助 设计 已 经 实现 ， 
飞行 器 设计 ,试验 及 其 他 相关 领域 都 在 发 生根 本 的 变革 ,计算 流体 力学 前 景 十 分 宽广 。 

与 风 洞 实验 相 比 ,数值 粮 拟 具有 雇 下 特点 :计算 出 的 流 场 不 受 测试 器 械 于 扰 ; 影 响 流 
场 的 各 物理 因素 可 通过 输入 量 的 变化 单个 加 以 控制 ,以 分 析 其 影响 的 程度 等 ,这 是 风 洞 中 
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无 法 实现 的 ;无 车 的 假设 在 凤 洞 中 实现 不 了 ,但 数值 计算 中 可 以 实现 。 总 之 , 较 之 风 洞 实 
验 , 计 算 流 体力 学 (CFD) 有 五 大 优点 ;: 

D 研制 预 研 时 间 大 为 减少 ; 

@ 提供 实验 无 法 提供 的 信息 ; 

@ 更 细致 和 必要 的 信息 ; 

® 费用 低 ; 

D 能 量 消 耗 相 对 较 少 。 

另 一 方面 ,数值 模拟 本 身 也 面临 一 些 问题 ,如 复杂 的 物理 模型 及 边界 条 件 常常 需要 分 
析 实 验 结果 后 箭 定 ,事先 难以 列 出 ; 网 格 方面 也 存在 一 系列 难题 .再 如 ,对 三 维 分 离 流 场 无 
粘 边 办 条件 效 果 较 好 ,是 通过 大 量 实验 比较 得 来 的 .对 连续 介质 蔬 动 问题 ,由 于 差分 离散 ， 
引进 人 工 粘性 ,影响 了 解 的 准确 性 ,对 于 测 蔬 工程 问题 ,限于 计算 机 的 水 平 , 目 前 尚 不 可 能 
完全 直接 模拟 , 只 能 借助 于 工程 模型 .控制 方程 的 非 线性 也 带 来 计算 上 的 癌 题 .由 此 可 见 ， 
为 了 使 计算 流体 力学 更 好 地 为 工程 服务 ,数值 方法 与 计算 机 均 需 进一步 的 发 展 + 严 格 地 用 
定 解 条 件 解 偏 微分 方程 ,首先 要 对 问题 进行 适 定性 论证 ,而 三 维 真实 流 场 的 严格 论证 目前 
尚未 见 到 , 且 非 线性 方程 (如 所 线性 的 Euler 或 N.S, 方程) 严密 的 数学 处 再 也 存在 着 困 
难 , 所 以 大 量 工程 实际 问题 的 数值 计算 仍 属于 “后 验 ” 的 范畴 ,计算 所 得 的 结果 应 得 到 实验 
的 验证 。 

下 面 从 流体 动力 学 的 控制 方程 及 其 数学 分 类 出 发 来 介绍 计算 其 体力 学 的 基本 原理 ， 


1.2 流体 力学 控制 方程 组 


典型 的 连续 介质 流体 力学 控制 方程 是 Navier-Stokes 方程 组 (简称 N.S. 方程 组 )。 它 
t 包括 质量 守恒 ,动量 守恒 和 能 量 守 恒 方程 ,对 可 压 流 述 包括 状态 方程 ,如 果 是 层 流 流动 , 方 
程 组 基 寺 闭 的 。 对 江 流 流动 通常 要 补充 湾流 的 特征 方程 或 工程 模型 。 为 了 第 讨论 的 盯 题 
不 太 复 杂 , 双 不 失 一 般 性 ,我 们 先 对 二 维 直角 坐标 系 下 的 方程 进行 分 析 。 三 维 数值 计算 方 
法 不 难 从 二 维 加 以 延伸 。 


1.2.1 积分 形式 与 微分 形式 的 N.S. 方程 组 


设 声 ,PT 分 别 为 压力 .密度 ,温度 ;wyw 为 箔 卡尔 坐标 系 (z,y}) 的 两 个 速度 分 晤 ;EE,， 
potok 分 别 为 单位 体积 的 总 能 量 , 粘 性 系数 , 潢 值 粘性 系数 和 导热 系数 ;7Y,Py,Py 分 别 为 
比 热 比 ,普度 特效、 袖 流 普度 特 数 ;x ,Mp, :TT Resse. :工分 别 为 参考 速度 、 马 赫 数 、 


密度 RR Bi ERA OM, =a SV ?RT, Re, = Coat Li) pa sp 为 一 个 
大 气压 下 ,0 时 空气 的 粘性 系数 。 定 义 如 下 无 量 纲 变 量 ， 


-pb 
TD T" T zf Po T T 'P peut’ 
_ £ = E = 一 
eg o ar tan a 


假设 无 源 , 无 彻 体 力 ,无 量 纲 物理 量 去 掉 上 划 线 , 则 非 定常 条 件 下 完全 气体 的 无 量 网 
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守恒 形式 的 层 流 N.S. 微分 方程 组 为 ， 


aF as 
te'a ’ (1.1) 


RR. = j »F=F)—Fy.G=G,;—Gy, FR LER IRS V” 表示 粘性 部 分 ， 


E, 
pu PU 
2 

+ 

F= pu P i= puv 
pu pu’ + p 
CE, + pu (E, + pie 
0 0 
_ | Fae ll 

ao Re Tey a Re Tyy i 

Tirti + Tayt Gr Tygtt T Tyt — gy 


E = 十 Loa + vw), Tr = (2# + A)u, 十 Avy , 


Ty = Coe + AJT + Mn ty = Ty 一 Ba, + Ul}. 


wn, £, e _ ., ~ .. 
= p TIM g pM T 
É, Ce T Ř 。 
Wy =~ p UM 1 Top "了 


4 与 «RE Stokes XA: 3442 =0, Ei a Sx, 


WA Gauss 散 度 定律 ,(1.1)7 可 写成 积分 形式 ， 
+ | vas 4 jn -nd =0 (1. 2) 
HL EE ERD A A oe 是 单位 外 法 向 矢量 。 
对 层 流 流动 ,粘性 系数 & 随 了 而 变化 ,这 可 用 苏 士 兰 公式 (Sutherland? 表 示 ， 
Be (Fy? .T+ Ts 
Tl TFT; 
st T,= 273. 16K;T's 为 Sutherland 常数 ,对 空气 取 了 :一 110. 4K; 为 latm, 273. 16K 
下 空气 的 粘性 系数 。 
UHR TELA AER BRET N.S. 方程 。 若 忽略 密度 脉动 
及 其 他 小 量 脉动 的 影响 , 按 布 六 涅 斯 克 (Boussinesq) 假 设 ,雷诺 应 力 项 中 ， 
= Ee eae =— BM a T sok 
式 中 天 一 立 (5 二 75) 基 测 流 动能 。 在 土 述 假设 下 仍 可 使 用 上 述 (1. DRO DREA 


BPH ah: 


(1. 3) 
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BSBA He (1.4) 
通常 o> ee 要 用 工程 滴 流 模型 来 求 得 , 沸 流 模型 的 合理 选取 与 确定 将 会 对 计算 结 
果 产 生 一 定 的 影响 ,但 就 数值 计算 而 言 ,不 同 的 洁 流 模型 -一般 不 会 在 计算 中 造成 严重 力 
难 ,因此 潮流 模型 的 分 析 , 选 取 不 是 本 书 要 解决 的 问题 。 
对 于 复杂 的 几何 边界 间 题 ; 常 采 用 贴 体 华 标 系 统 。 
没 一 般 曲 线 坐 标 系 为 (2, 7 ,引入 如 下 于 标 变换 : 


r= ft 
| = (i,t, y) 


Į} = Pts Ty) 


则 通过 党 标 变换 ,方程 (1. DEH.: 


a Æ G 
To + Æ + ay =0 (1.5) 
其 中 : 
U = JU (1. 6) 
F = JOEU +F + el 
(1.73 
G = JUU + F + 7,6] 
J 为 坐标 变换 的 雅 可 比 行 列 式 , 即 
J= ED | ee (1.8) 
Kry) Je Py 


程 的 形式 是 类 同 的 。 
方程 (1. 1) ,1.27 和 (人 (1.5) 将 是 我 们 分 析 问 题 的 控制 方程 。 尤 其 是 (1. 1) ,以 后 经 常 要 
引用 。 它 们 代表 了 流 栖 动力 学 控制 方程 的 基本 特性 。 


1.2.2 N.S. 方程 组 的 几 种 近似 简化 形式 


用 N.S. 方 各 组 描述 的 实际 工程 问题 ,通常 属于 三 维 复杂 几何 边界 问题 , 求 拨 较为 困 
难 ,因而 在 某 些 茶 件 下 对 其 进行 近 所 简化 是 必要 的 ,这些 简化 处 理 可 以 在 某 些 问题 中 全 场 
应 用 ;也 可 以 在 另 一 些 问 题 中 应 用 于 某 些 局 部 区 域 . 对 后 者 而 言 ,整个 流 场 不 同 的 区 域 , 扶 
当地 条 件 采 用 不 同 的 简化 处 理 , 然 后 将 不 同 区 段 衔接 起 来 ,得 到 全 流 场 的 解 ,使 整个 流 场 
的 计算 效率 提高 。 

一 、 无 粘 流动 近似 

1. 42 (Euler) 7 4 

$d. DPH Re.>cc, 则 得 如 下 欧 拉 方程 组 (包括 无 粘 的 质量 .动量 与 能 量 守 恒 方 
fe): 


a +7 =O (1.9) 
2. ALAA CL ae) 
有 速度 势 存在 ,可 化 为 全 速 势 方程 。 定 党 全速 势 方程 为 : 
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Cat — $2) bir — 2B bybsy 十 Ca? ~ HP = 0 (1. 10) 
RF p HRES a 是 当地 声速 。 
3， 小 掩 动 速 雪 方程 
定常 小 扰动 亚 声 速 与 超声 巡 速 势 方 程 为 ， 


A — Mtg, + dy = 0 (1.11) 
跨 声 速 小 扰动 速 执 方程; 
a ME— ttl 2 tbr + fy = 0 (1.12) 
AP ¢ 是 小 扰动 速度 势 ， 
二 、 粘 性 流 葡 化 近似 
lL WHA 


在 定常 N, S. 方程 中 暑 去 1/Re 及 更 小 量 级 的 项 而 得 边界 层 秀 程 组 (无 因 次 形式 ): 
a a 
ay PH) 十 ay Pe?) = 0 


w m\_ dp of em 
plu St +X) = zt BylRe, ay 

ah ah de , Q — DM pla | of »w nh 
pea ty) 0 DMS in T Re. 上 二 | 


dh = CAT, p = tY 一 1)pe 
(1.13) 
ARG Cy BERR. WRB ARH RE AAA. 
2. BANS. HE 
在 非 定 常 N, S 方程 组 中 ,将 粘性 耗 散 项 中 沿 主流 方向 导数 的 一 部 分 成 全 部 略 去 而 
得 到 薄 诗 N.S. 方程 (TLNS)。 通 常设 x 向 ( 向) 为 主流 方向 。 


由 (1, 1}) 得 : 
U MF | Gy _ Ly 
i'r o o (1.14) 
CRORES ET 
D F G ky 
attam a (1.15) 
3， 挑 物化 N.S. 万 种 组 (PNS) 
TEEN THRE N. S 方程 组 即 为 抛物 化 N.S 方程 组 。 
由 (1. 14) 得 : 
at hy Ge 
oo 5S (1. 16) 
(1.15948: 
Fi iy _ ky 
£ + ma (1.17) 


上 述 方程 中 GY 指 的 是 Gy 中 , 凡 合 x 或 向 导数 的 项 可 以 略 去 ,或 适当 保留 .但 在 Gy 
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中 所 有 的 或 上 向 导数 均 略 去 。 

TLNS 与 PNS 的 差别 在 于 :首先 ,PNS 无 时 间 相 关 项 ;其 次 ,粘性 项 中 上 略 去 的 项 也 有 
不 同 ,TLNS 中 的 粘性 项 里 有 时 也 包括 对 流 场 影响 很 大 的 7+ 或 # 向 的 某 些 导 数 。 

必须 指 则 ,上述 PNS 近似 ,要 求 流 场 中 粘性 屋 以 外 的 流动 是 超出 速 的 ,而 且 来 流速 度 
方向 异 为 下 ,并 且 这 个 方向 正 是 步 进 的 方向 。 为 保证 方程 求解 适 定 ,在 烙 性 亚 声 速 薄 层 方 
程 总.14) 中 Fi 中 的 压强 关 要 作 适 当 的 处 理 , 因 此 在 (1.16) 与 人 1. 17) 中 均 注 上 了 « 号 。 对 
某 些 不 出 现 较 大 分 离 的 超声 速 粘 性 流 场 ,用 抛物 化 N.S, 方程 空间 步 进 求解 ,可 使 计算 效 
率 大 为 提高 。 

此 外 还 有 精 性 激 波 层 近似 ,主要 用 于 计算 高 超声 速 印 头 体 问题 ,应 当 说 明 , 在 对 N.S. 
方程 进行 简化 时 哪些 项 ( 龙 其 是 Gv 中 ) 该 略 去 ,哪些 该 保留 ,通常 按 问题 的 性 质 进行 取 
会 , 带 有 一 定 的 灵活 性 .有 人 指 则 ,如 果 产 格 按 量 级 概念 进行 取舍 ,得 到 的 简化 方程 常常 与 
一 些 资 料 中 介绍 的 不 完全 一 数 。 所 以 N.S. 方程 的 简化 形式 有 多 种 ,上 面 只 介绍 了 一 些 常 
用 的 形式 。 

=. 流体 力学 控制 方程 组 的 使 用 范围 

上 述 流 体力 学 控制 方程 的 各 个 形式 均 是 在 连续 介质 的 前 担 下 导 旧 的 。 对 于 自由 分 子 
流 范畴 的 问题 ,诸如 卫星 阻力 、 强 激 波 内 部 结构 , 绕 小 物体 的 低 密 度 流 等 问题 ,不 能 用 它们 
作为 控制 方程 组 。 

对 于 可 压 流动 的 外 流 问题 ,如 飞机 ,导弹 的 绕 流 ,如 果 流 场 是 接 和 甬 流 ,或 只 有 弱 分 离 流 
动 区域 , 那 么 用 解 Euler 方程 的 方法 ,或 用 Euer 方程 与 边界 层 方程 耦合 的 方法 求解 比较 
ih RR N. S. 方 程 要 少 , 精 度 达 到 工程 要 求 。 对 一 些 问 题 ,尤其 是 跨 声 速 流 动 问题 ， 
目前 甚 圣 采 用 全 位 势 方程 或 小 拢 动 位 势 方程 求解 ,使 问题 能 快速 . 低 耗 地 得 到 解决 。 目 前 
用 解 Euler 方程 得 出 全 机 或 全 弹 正 常 飞行 下 表面 压强 .马赫 数 分 布 ,或 用 位 势 方 程 解 出 全 

机 跨 声 速 飞 行 时 的 压强 与 马赫 数 分 布 已 大 量 出 现 。 事实 证 明 , 解 位 势 及 Euler FERAL 
程 上 可 采用 的 方法 . 随 着 计算 机 性 能 的 提高 与 计算 方法 的 改进 ,用 更 复杂 的 方程 求解 工程 
问题 将 日 HAS., 

通常 在 下 列 博 况 下 才 必 须 采 用 雷诺 平均 的 N. 83. 方程 组 ( 潢 流 流动 ) 或 N.S. 方程 组 
来 求解 ， 

L KE BRAD 

ma PR PERE OE E EEA. IE RA 100 量 级 ,马赫 数 为 1 的 量 级 .如 绕 热 
线 测速 计 热 线 的 流动 及 钝 头 体 超声 速 流 声 中 , 脱 体 弓形 激 波 与 物体 间 的 粘性 流动 等 ,此 时 
粘性 及 热效应 起 主要 作用 ;在 这 样 的 流动 中 ,对 N. S. 方程 的 简化 会 引起 较 大 的 误差 。 

2. PFARRER 

这 种 流动 中 , CERKRSHERKAR BN HATH, BIR oh), Rae 
Tae BY. LAG ae i SR AB KT LR EA A g 
管道 流 BRUARFTRAS, 应 当 说 , 谢 流 与 分 离 流 是 其 两 大 特征 ,此 时 用 N.S, 方程 组 
求解 是 必须 的 。 

即使 对 上 述 两 种 情况 下 的 流 场 ;依据 流动 特点 对 全 流 场 或 菜 些 流 区 采用 不 同 程度 的 
简化 ,也 是 可 行 的 。 针 对 求解 问题 的 性 质 , 先 用 正确 有 效 的 控制 方程 组 是 首先 要 注意 的 。 
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四 、 复 杂 流 场 的 控制 方程 
对 一 些 更 复杂 的 流动 ,如 多 相 流 、 加 质量 燃烧 流 等 等 ,控制 方程 最 然 比 已 介绍 的 N.S. 
方程 组 更 复杂 。 以 质量 守恒 和 动量 守 得 的 微分 方程 为 例 , 多 相 流 质量 守恒 方程 为 : 


2 a I — 
p (aa) 十 ay, Petite) + gy SPR) = M, (1.18) 


AP eS P RANA 2 是 体积 百分比 ,MM A, ER PAS 
分 ,上 述 质量 方程 即 可 写成 多 少 个 。 动 量 和 守恒 方 程 为 ， 


= (eat) + div (pounv;) = af 一 了 grad(p) + By) + Fy 十 i C1. 19) 


式 中 "4" 措 某 一 个 坐标 方向 ,“Ba” 是 质量 力 分 量 ,Fi 基 粘 性 为 分量, 工 是 干扰 力 分 量 。 除 了 
不 同 的 坐标 方向 应 询 出 对 应 的 方程 外 ,对 不 同 的 组 分 也 应 狮 出 对 应 的 方程 .这 种 方程 当然 
比 已 列 出 的 N.S. 方程 更 复杂 。 

WR AY N.S. 方程 组 不 可 能 完全 控制 流体 力学 中 的 全 部 流动 。 我 们 选择 二 维 
N.S. 方程 组 (1. 1) 等 作为 典型 控制 方程 ,其 目的 是 它 的 数学 性 质 上 共有 代表 性 。 通 过 对 
N.S. 方 程 组 的 分 析 ,论证 ,基本 上 可 以 包括 流体 力学 中 大 部 分 有 意义 的 流动 的 数值 求解 
方法 。 如 上 述 方程 (1.18) 《1. 19) ,虽然 比 (1.1) 的 方程 复杂 些 ,但 方程 的 数学 性 质 与 处 理 
方法 没有 本 质 的 变化 。 因 此 ,选用 二 维 直角 坐标 下 的 N.S. 方程 组 及 其 简化 形式 作为 控制 
方程 的 代表 进行 研究 是 可 行 的 ,有 意义 的 。 

RATE. DR. 5) 式 折 给 出 的 完全 气体 N- S. 方 程 组 是 强 守 恒 形 式 , 关 于 这 一 点 
将 在 第 二 章 再 作 说 明 。 


1.3 流体 力学 控制 方程 组 的 数学 性 质 与 求解 


流体 力学 控制 方程 是 拟 线性 偏 微分 方程 ,其 时 间 导 数 项 是 线性 的 ,而 空间 导数 项 常常 
是 非 线 性 的 ,因此 计算 流体 力学 或 流体 流动 中 的 数值 方法 ,是 偏 微分 方程 数值 解法 的 一 部 
分 。 为 此 ,首先 要 对 控制 方程 的 数学 性 质 有 一 个 较 好 的 了 解 。 


1.3.1 偏 绥 分 方程 的 分 类 及 其 意义 


一 . 分 类 的 意义 

偏 微分 方程 一 般 划 分 为 双 曲 型 .抛物 型 、. 桶 圆 型 三 种 类 型 。 不 同 闫 型 的 方程 所 措 述 的 
流 场 的 主要 特征 与 物理 背景 很 不 一 样 ,求解 时 定 解 条 件 的 得 法 也 不 同 ,数值 计算 的 处 理 方 
法 也 大 相 径 庭 .因此 ,本 书 首先 按 数 理 方 程 的 基本 原理 对 控制 方程 组 在 不 同 条 件 下 是 什么 
类 型 进行 分 类 。 三 种 类 型 方程 的 基本 差 身 如 下 : 

1. ZAK DRY ALM IE SERA MRA TP aR 


PA AT A Hr ENA: 
提 第 一 类 边 值 问题 ， 
ulr, y) = glz.y), (zy € AD) (1.21) 
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Ht D 是 边界 为 3D 的 有 界 区 域 。 这 祥 的 问题 是 适 定 的 , 即 解 存在 .唯一 , 且 解 稳定 即 连续 
依赖 于 定 解 条 件 或 其 他 附属 数据 。 但 如 果 对 (1. 20) 提 柯 西 (Cauchy) 河 题 , 即 纯 初 值 问题 ， 
通常 是 不 适 定 的 。 哈 特 玛 (Hadamard) 指 出 ,此 时 只 要 初始 条 件 稍 有 变化 , 解 就 会 出 现 大 的 
变动 , 即 不 适 定 ,在 数值 求解 过 程 中 , 定 解 条 件 表 达 中 误差 的 出 现 是 不 可 避 况 的 , 较 小 的 误 
差 车 引起 解 的 很 大 变动 ,将 会 使 解 失 去 意义 ,另外 ,对 双 曲 型 方程 如 只 提 边 信和 问题 ,也 是 不 
适 定 的 ,总 之 ,三 种 不 同类 型 的 方程 ,其 定 解 条 件 有 相应 的 正确 提 法 ,进而 对 数值 解 的 定 解 
条 件 也 有 相应 的 规则 。 若 违 痛 这 些 规则 ,就 得 不 到 正确 的 解 。 

2. 三 类 方程 解 的 光滑 性 不 同 ,对 定 解 条 件 的 光滑 性 的 要 求 也 不 一 样 

权 茄 型、 摔 物 型 方程 的 解 是 充分 光滑 的 ,因此 对 定 解 条 件 的 光滑 性 要 求 不 高 。 双 曲 型 
方 稳 允 许 有 所 谓 弱 解 存在 (如 六 场 中 的 激 波 》, 即 解 的 一 阶 导 数 可 以 不 连续 ,因而 对 定 解 条 
件 的 光滑 性 要 求 其 高。 这 也 正 是 有 限 元 法 解 双 曲 型 方程 困难 较 多 的 原因 之 一 。 

3. 三 类 方程 的 影响 区 和 依赖 区 不 一 样 

双 曲 型 和 执 物 型 方程 控制 的 流 场 , 某 一 点 的 影响 区 是 有 界 的 ,可 以 步 进 求 解 。 如 双 曲 
型 方程 求解 时 ,为 了 与 影响 区 的 特征 一 致 ,采用 迎风 差分 格式 比较 适宜 。 而 椭圆 型 方程 的 
影响 范围 毅 及 全 场 ,必须 全 场 计算 ,所 选用 的 差分 方法 也 要 相应 采用 中 心 差 分 格式 。 

从 上 面 的 叙述 可 知 ,应 当 对 控制 微分 方程 进行 数学 分 类 ,然后 根据 其 不 同 的 属性 分 别 
探讨 求解 的 数值 方法 。 

二 、 偏 微分 方程 的 分 类 方法 

这 里 不 准备 进行 严格 的 数学 推广 , 彼 德 罗 夫 斯 基 所 著 《 偏 微分 方程 讲义 ) 一 书 有 这 方 
面 较 细致 的 氢 述 。 这 里 只 介绍 与 我 们 有 关 的 二 阶 线 性 偏 微分 方程 及 一 阶 偏 微分 方程 组 的 
分 类 方法 。 这 些 内 容 基 本 上 可 用 于 流体 力学 控制 方程 的 分 类 ， 

1. 二 阶 线性 机 分 方程 的 分 类 


考虑 方程 
an 28 + tans go tan oe + + E+ cu = f (1. 22) 
式 中 an aracb rbe SITE co SS RM 
设 有 判别 式 ， 
A= ai, — aya (1. 23) 
当 A>>O BY, (1. 22) 是 双 曲 线 方程 ;A 一 0 时 , (1. 22) 是 抛物 型 方程 :A<<0 时 , (1. 22) 22 
型 方程 。 


通过 上 述 分 析 可 见 ,方程 的 类 型 由 方程 中 最 高 阶 导数 项 系数 的 性 质 决定 ,方程 中 的 低 

阶 导数 项 系数 一 般 不 影响 方程 的 数学 类 型 。 如 果 接 特征 线 来 分 析 ,A>0 时 有 两 条 特征 线 

《特征 根 为 相 异 实 根 ), 即 是 双 韭 型 方程 : 扫 物 型 方程 只 有 一 条 相 重 合 的 特征 线 ; 顶 圆 方程 

因为 特征 根 为 虚数 ,不 存在 特征 线 。 HAMAR EER ASS Pete Ab AR 
曲 , 抛 物 线 方 程 区 别 开 来 。 以 波动 方程 为 例 ; 

~— ~— Hlr,y) C1. 24) 


ay =} 2 一 站 ca 一 一 1 和 一] 0 400. 24) FE HHA EE, 
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2.， 偏 微分 方程 组 的 数学 分 类 
考虑 一 阶 偏 微分 方程 组 
Ag +BY aH (1.25) 
RP U= Cay dees) WMHS Hie HO Hn RE, A MB Anax BER, 
《1. 25) 的 特征 方程 为 : 
det (aran + a,b) = 0 (1. 26) 


au 名 是 ABBR PE MIR. E. 26) 可 解 得 特征 根 为 


pp Fie im 1,2,°+,n 

RIF RR AE A A an TPR SEAR A eR RRR 

应 当 指 出 ,实际 上 控制 方程 组 是 比较 复杂 的 。 若 在 个 特征 很 中 有 若干 相 异 实 根 , 若 
干 重 根 , 则 是 双 曲 一 抛物 恺 方程 组 ,方程 组 整体 土 属于 抛物 线 的 。 若 在 个 特征 根 中 有 者 
FRE ,若干 恒 根 , 则 是 抛物 一 椭圆 型 方程 组 ,方程 组 整体 上 属于 椭 贺 型 的 , 另外 ,定常 
情况 下 的 N.S$. 方 程 组 是 二 阶 偏 导 数 的 联 立 方程 , 记 可 以 将 其 化 成 若干 个 一 阶 方 程 组 联 
立 , 其 特征 由 最 高 阶 偏 导数 所 组 成 的 一 次 齐 式 的 主 部 所 类 定 ,但 同时 又 要 考虑 次 特征 的 影 
响 。 所谓 次 特征 , 邮 略 去 最 高 阶 导 数 后 , 低 阶 导数 所 组 成 的 方程 组 的 特征 ;对 N. S. 方程 组 
就 是 指 略 去 了 二 阶 导 数 的 Euler 方程 组 的 特征 。 


1. 3.2 流体 力学 控制 方程 组 的 分 类 


对 N.S. 方程 组 及 其 简化 形式 进行 严格 的 数学 分 类 有 时 是 较为 困难 的 。 我 们 通过 下 
列 假设 对 方程 进行 分 类 。 大 量 的 数值 计算 表明 ,这 样 分 类 是 可 行 的 .合理 的 。 

(1) 方程 组 的 各 个 方程 允许 有 不 同 的 类 型 , 且 在 求解 过 程 中 各 自 保持 自己 的 类 型 ,从 
而 要 求 我 们 在 提 定 解 条 件 时 要 遵 慎 , 使 之 与 对 应 的 方程 的 类 型 相 适 应 。 

(2) 流 场 的 数学 特征 应 由 控制 方程 组 中 占 主导 地 位 的 几 个 方程 所 决定 , 流 场 中 不 同 
区 域 方程 的 特征 可 能 会 变化 ,如 一 定 攻 和 角 下 气流 绕 荐 翼 流 动 的 全 流 场 计算 ,在 边界 层 以 外 
TER A R EE HE. 而 边界 层 内 流 场 具 有 揭 物 型 特征 。 

前 面 已 说 明 ,由 两 个 方程 组 成 的 方程 组 中 , 若 有 一 个 方程 是 抛物 型 , 另 一 个 是 双 曲 型 
的 ;那么 整个 方程 组 即 是 抛物 型 的 。 现 举例 说 明 。 


u,+v,=0 (1. 27) 
vs + Wy = buy, (1.28) 
显然 ,(1. 27) BRA. C. 28) 是 抛物 型 方程 。 将 二 者 写 起 矢量 形式 : 
0 1lfu | 0 | 
+ ollel, Vary, 
HCl. 27)-+ C1. 28945 
(ou), + atv), = buy (1. 29) 
Hy (1. 28)— (1. 27) 48 
(o — ua), + ue —v), = &,, (1.30) 
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将 (1.29) 和 (1. 30) 写 成 向 基 形式 得 : 


a + “了 = 0°] 
v— ul, u— Uy Uyy 
令 r=utv s =ru v MERTA.: 
r zr b | al 
| | +(") = 各 A. 31) 
— ff, Sty Z\r—s ay 


显然 ,(1. 31) 中 的 两 个 方程 部 是 抛物 型 的 。 

(3) 若 方程 组 中 各 方程 由 多 个 变量 所 组 成 ,应 由 方程 的 物理 特性 确定 一 个 主 变量 ,并 
由 此 对 方程 进行 分 类 。 鲍 如 定常 质量 方程 4 奖 十 p My Lo ao 中 反映 了 质量 守 
全 ,显然 此 方程 中 p 是 主要 次 量 。 其 他 如 流动 方向 的 动量 守恒 方程 中 ,流速 应 是 主要 变 
量 。 方 稳 中 各 导数 项 前 的 各 个 变量 ,采用 “冻结 "的 办 法 , 歌 当 地 估 进 行 计算 与 分 析 。 

下 面 按照 上 述 假设 先 对 一 些 简 化 NS. 方程 组 分 类 。 

1. 定常 可 不 流 N.S, 方程 组 

由 (1.1) 得 : 


ww, & 
at ay l (1. 32) 


i mG SS A Be BLO ER A R, DERE, ,将 (1. 32) 写 
成 无 因 次 的 非 守 恒 形 式 ， 


人 [和 于- 二 芭 ] + 中 + 于 | 


pRe. acl’ 3 ar 3 ay Jy y” ay 
Egee- 

Bp) aa 
ou E +E) — uZ oB) o- DM = 

A alae) ole a 
o= al Z) + of 2) + 

a er ee ae 
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对 {1. 33) 进 行 一 些 变 换 , 令 ， 


He ae du a 
Ar 一 =de jy o 
A 2 ar = yr (Y — DM =N 
并 用 状态 方程 二 pT 消去 (1. 33) 中 的 压强 项 , (1. 33) 转 化 为 ， 
AZ+BE =H (1. 34) 
其 中 = 一 (Orus Eus Yur Tor Yor TETIT) 
u 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
工 de. ŻE 
p 9 3eRe. : i p 3eRe, j 9 i 
# E 
0 0 0 Re, Re 0 0 0 0 
uT 0 9 0 0 0 0 0 Rep, 0 
o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 Ò 0 1 0 0 0 0 0 
0 o 0 ¢ 0 0 0 1 0 0 
0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
o a 9 ò 0 0 0 0 0 0 
v 0 0 0 0 0 0 Oo 6 0 
E E 
0 0 © Rel 0 Re 0 0 0 
_ 工 2e te 
s O IRe. 0 0 0 ZR, °°? 0 
E” 
z wT 0 0 0 0 0 0 0 0 Re,P, 


o o fc Oo Sf PO 
o oc rF Oo 3 OD 
oc O o a Q 
oreo > o 
oo OO oo o 
> o o O o O 
-= Oo OC o a 8 
O O > o o G 
oo o> oo c 
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f 一 P(X, + ya) 
UEa + Ya 十 TT 
ely 十 Uys 十 YT 


pPluzr + vyr) — PN luer + vyr) 一 oe 


H= Tu 
Ty 
LT 
Yu 
¥e 
YT 
(1. 34) 的 特征 方程 是 
detfanar 十 Gab) = 0 (1. 35) 
a HOMER A= |): 
Aza = 0 AQ = Pi Às 一 0 一 一 (1. 36) 


由 此 可 以 断定 定常 可 压 流 N.S. FRAY RA eR. AL 
椭 加 型 为 主要 特征 又 恰 有 部 分 双 曲 型 性 质 的 方程 组 ,方程 类 型 不 明确 ,不 便于 求解 。 惠 实 
上 ,每 一 方程 的 性 质 主要 由 其 最 高 阶 导数 项 来 确定 ,因此 可 用 沪 绪 系数 方法 及 (1.23) 式 认 
定 动 且 方程 与 能 量 方 程 臂 是 椭圆 痢 的 ， 

2. 定常 可 压 流 Euler 方程 组 


方程 形式 
Or, Wr 
ea (1. 37) 
改写 为 以 下 非 守 恒 形 式 : 
ae oe w o æj 
uP poh 4 of H+ Z) o 
di, a iĝ 
#5 fey, t+ Te = 0 
ax ar 
an ° ve (1. 38) 
ia ay poy 
op op ae, uy) 一 
改写 成 ， 
alpet a5 (1. 39) 
dr dy 


He v= (ortis p), 
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u Pp 0 0 vO p 0 
1 ôv 0 0 
0 0 = 
s= ” Pl, B= i 
0 0 « 0 oo o 
0 ae 0 u 0 0 ape v 
(1. 39) 的 特征 方程 为 det (o,4,;+92b,=0, ED. 


det 


Oo. u r 
总 4 + eu) = į 


det (Àa, = bp) = ğü 


WAU ga — ø 0 
0 uÀ 一 v 0 A 
j = 0 
0 . weg ot 
8 
0 a’ pa — ap uà— v 


(ud — v Ecu — vY — ati — a] = 0 

由 此 解 得 ， 
wt VEE aE 

ENE, ERR Rohe +e) >’ ER Euler 方程 是 双 曲 抛物 型 方程 ;声速 注 则 
BADE VHRR A Mee. WARK Euler 方程 组 分 类 数学 性 质 不 
HH, SES A TA PE HEHE 

3. 定常 热 物 化 N.S. 方程 组 

以 《1.16) 式 为 例 。 它 是 (1. 33) 式 中 ,以 流动 方向 之 AERA a ERRON 
中 的 全 向 导数 项 略 去 而 得 (假设 的 变化 不 影响 方程 性 质 )，: 


《1. 39a) 


Y 
À = PELS = 


ax 
Æ Aw fv 
Ay 3eRe, ay 
ap oP | xr 一 
u 4 0%\n = 
we FT , Nef 4( aj? , (av? 
Re,Pr ay’ + ele) 十 [于 l 
, u au ar 
& Z! = (pruv, T YusyYeyY7) ,其 中 n= gy yT gy HUG. 40) 可 化 为 : 
a’ 


dé ’ 
ae S (1. 41) 


(1. 40) 
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u p ù 0 0 0 9 
二 u 0 l 0 0 90 
e 
0 O u 0 0 6 0 
A" = 
—~TuN 0 0 cu— pu 0 0 0 
0 0 Ò 0 ô 0 0 
0 6 o Q 0 0 0 
0 ò ô 0 0 0 0 
v 0 p 0 0 0 0 
0 v Ü 0 —d Q 0 
T 4d 
o 0 v i 0 3 0 
RB’ — 
—TvN 0 0 cu ge 0 0 —a 
0 1 ô 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 
4 T 
FT’ = [0,0,0,3 | z + s] + ¥ua Yor YT 


式 中 c=PNd= DE wah 
《1.41) 的 特征 方程 为 det(eaz 十 oz 上 一 0, 解 得 ， 
(ue, 十 vd) = 0 
EA y (1. 42) 


可 见 , 除 质量 方程 外 ,方程 组 (1. 40) 是 抛物 型 的 。 

这 里 必须 对 次 特征 的 问题 加 以 说 明 。 前 面 讲 过 ,除了 所 讨论 的 方程 组 的 主 特征 , 即 由 
其 最 高 阶 偏 导数 前 系数 来 确定 的 方程 性 质 外 ,必须 将 最 高 防 导 数 ( 即 耗 散 项 ) 略 去 后 的 方 
程 的 类 型 加 以 分 析 。 对 于 定常 的 N.S. 方 程 组 (1.31) 困 已 旦 椭圆 型 的 特征 ,就 不 必 再 考虑 
次 特征 。Euler 方程 (1. 38) 本 身 的 特征 部 表示 其 性 质 , 没 有 次 特征 的 问题 。 但 扫 物 型 的 
N.S. 方程 (1. 40) 哩 旺 抛 物 型 方程 的 性 质 , 其 次 特征 则 是 由 Eue 方程 组 来 确定 的 。 因 此 
当下 声速 流 场 由 (1, 40) 来 计算 时 ,次 特征 出 现 2 个 复数 根 ,从 而 具有 椭圆 型 的 性 质 , 即 流 
场 中 的 沿 主流 方向 的 压力 梯度 ,可 以 由 扰动 在 亚 声 速 流 场 中 道 主 访 方 向 前 传 ,使 全 流 场 互 
相 影 响 。 若 用 沿 主 访 方 向 空间 步 进 求解 而 不 在 计算 方法 上 作 些 变化 ,将 出 现 不 适 定 的 问 
题 。 超 声速 流 场 中 (1. 40) 是 抛物 一 双 曲 型 方程 组 ,不 必 在 计算 方法 上 采取 其 他 措施 。 

4. 不 可 压 定 常 N.S. 方程 组 与 Euler 方程 组 的 数学 性 质 

对 二 维 间 题 ,无 因 次 形式 不 可 压 定常 N.S. 方 程 组 为 : 


ma (1. 43a) 
MyM L|, te 
wa tiy ae Re ae t a (1. 43b) 
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Fu , Fv 


Jo gu 
ar? t dy? 


ay 
Mee HAT S| ARR WC V BEES OES. DARRE, 


æ _ i 
+ ay E 


nt +y (1. 43c) 
ax 


对 (1. 43c) 取 过, 然后 两 式 相 减 得 : 
V0, B Ww, = E (ae + yy) C1. 44a) 


由 由 的 定义 得 : 
V+, 一 一 凶 (1. 44b) 
Ea. 23) 式 ,(1. 4 A AO, A. 43) 是 典型 的 椭圆 型 方程 ,可 以 提 边 信 问 
题 。 但 如 昌 雷 诺 数 很 大 ,将 C1. 43) 化 为 不 可 压 流 的 Euler FE: 


uZ tož o} (1. 45) 


辣 理 , C1. 44) 变 为 ， 
WW (1. 46) 
因为 41. 46) 的 第 一 式 主要 变量 是 o, 正 是 对 w OO TE, Ae. (1. 45) 是 燃 辐 一 
双 曲 型 混合 方程 组 ,方程 组 的 类 型 是 不 确定 的 。 
5. 其 他 定常 流动 的 简化 方程 的 数学 性 质 


(1) 全 位 执 方 程 
(a* ~ $2) ¢.. — 2 和 二 十 (a? — $d, = 0 (1.10) 
A= (一 和 和 六 一 (a? — 8) > (a? E) = a (7 — a’) (1. 47) 


q= t =E 表 示人 音速 度 ， 由 (1.47) 可 兄 ;, 超 声速 访 动 (1.10) 是 双 昌 型 的 ; 亚 声 
速 流动 (1. 10) 是 椭圆 型 的 。 
(2) 小 抄 动 速 势 方 程 
(1 一 MD) 十 各 二 人 0 (1.11) 
A= (Mh — 1) 
ARSE FPERRA Ba Pe. 
(3) 跨 声 速 流动 的 小 扰动 速 势 方程 
(1 — Mi,— Tt ing), + ¢, = 0 (1.12) 
因为 流 场 中 同时 存在 亚 声速 流 区 和 超声 速 流 区 ,情况 较为 复杂 。 可 以 证 明 , 当 MLB 


近 于 1 Bf} A=—(— Mi Mig) M e M 即 当地 马赫 数 。 因此 当 流 场 中 


一 部 分 流 区 ML 时 ,流动 控制 方程 是 柄 圆 型 的 4W> 1 的 流 区 方程 是 双 曲 丙 的 :交界 线 
l5 
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M 一 1 处 方程 呈 搜 物 型 。 所 以 ,求解 全 流 场 就 过 到 所 谓 混 合 型 控制 方程 的 问题 。 此 混合 型 
方程 的 解 是 存在 的 ,这 已 由 Tricomi 所 证 明 。 下 面 简单 介绍 一 下 Tricomi 定 解 问题 的 提 


法 。 

如 图 1.1,ADB 包围 的 是 下 声速 区 ,AB 为 交界 线 ， 
THERA ACB 为 超声 速 区 ARH AM HA. Tri- 
comi 定 解 问题 的 提 法 :在 ADB 及 AC LAE 4H 
的 沙 数 , 求 出 方程 的 解 ,此 解 必须 在 整个 解 区 内 二 阶 导数 
连续 且 满 是 定 解 条 件 。 在 交界 线 AB 圭一 阶 导数 连续 且 
E AB 点 附近 允许 解 的 参 变量 有 一 定 的 奇 性 。 

求解 跨 声速 流 场 时 , ADB 边界 上 边界 条 件 必 须 给 
出 ,AC 上 的 初始 条 件 也 给 出 。 设 在 交界 线 AB 土 的 变量 
p (x) | 适当 给 定 , 则 在 ADBA 区 可 提 Dirichlet 2441 
题 ,对 袜 贺 型 方程 是 适 定 的 。 在 ACBA 区 内 提 初 边 值 问题 


Fe] 2.1 


He Aare 


;对 双 曲 型 方程 也 是 适 定 的 ,只 


要 在 AB DEHE 8 (2) |as 就 行 了 。Tricomi 提出 了 # (zy1as 的 给 定 方法 。 


6， 非 定常 条 件 下 各 方程 前 数学 类 型 
(1) 非 定常 流 Euler 方程 


一 维 非 定常 Euler 方程 可 由 (1. 38)} 式 加 上 时 间 项 ,并 去 掉 y 向 导数 项 得 ， 


dp ae 多 

P a 
Au w, Lep 
qa poe! 


ap Op on, ME 
a a oP ae © 


写成 列 矢 量 形 式 ， 
af af _ 
a ae 
其 中 ， 
u p 
f = (Pru, pY, A= |0 u 
0 ap 


(L. 49) 的 特征 方程 为 14 一 有 | 一 0, 即 ， 
tu — ÀA) — a'u —-AD=_O 


À = u, 4g =u ta 


(1. 48) 


(1. 49) 


€2.50) 


可 见 ,一 维 非 定 常 Eluer 方程 的 三 个 特征 值 为 相 异 实数 ,所 以 ,无 论 是 超声 速 或 亚 声 


速 流动 ,方程 均 是 双 曲 列 的 ,其 特征 线 斜 率 分 别 是 | 芋 | 
二 维 非 定常 流 的 方程 形式 ,由 (1.38? 吉 上 时 间 项 得 ; 
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+ 
as 


+ 
E 
+ 
a 


(1. 51a) 


+ 
mz 
SS FIP RIP pjp 


+ 
a 


whe SIF RI BLY 
+ 
E 


+ 
$ 
IS 
+ 
a, 
pee 
PIP 
+ 
ele 
i 
go 


ERIREER: 


&|& 


+ Bo = 0 (1.51b) 


A’ BR. 39) 式 。 
对 二 维 非 定常 流 , 没 有 明显 的 特征 线 可 言 ,判定 方程 的 性 质 通常 是 这 样 进行 的 ; 
HERNE A, E+B Uo 中 的 系数 第 阵 AAB 列 出 特征 方程 det[awa 
+a t bya]. A FreGasd3 表示 特征 面 法 线 的 三 个 方向 导数 ;如 困 此 法 线 是 存在 的 ， 
那么 其 三 个 方向 导数 必然 是 实数 ,方程 组 是 双 曲 型 的 , 换 句 话说 ,算出 特征 法 线 存 在 ,垂直 
于 它们 的 特征 面 也 就 存在 ;方程 组 的 双 曲 性 就 确定 了 。 


对 方程 (1. 51) ,其 特征 法 线 方 向 导数 的 特征 方程 为 : 
det(o,6,; 十 ozay 十 ob | = 0 


Ep; 
【ol 十 os + vaD Ela, + ua, + va, ¥ — a® (ee + oD] = 0 (1. 52a) 
(a, + ud, + mas = O0 (1. 52b) 
(e, tus, + utha =E aN 《1. 52c) 
HEREA N=oito j tok, EERE A V=litajt vk, MC. 52b) 可 表示 为 
N+V¥=0, 


HFN 的 长 短 是 任意 的 , 故 可 令 物理 平面 xy 画 上 特征 法 线 的 长 度 为 1 二 ta. k 
此 为 准 ,(1. 52c) 可 表示 为 : 
m tun, tun SR V 一 土 & 
从 面 (1. 52a) 表 示 为 
nmeV¥=90 


(1.53) 
a-eV=c+te 
其 中 
n, = Zz n= 一 M = f 
Noh + Vo} + a Nata 
由 此 可 见 ,特征 法 钱 是 存在 的 ,其 方向 导数 为 实数 ,因此 特征 面 也 是 存在 的 . 故 二 维 非 
定常 Euler 方程 组 是 双 曲 型 的 。 | 
应 当 说 明 ,特征 面 并 非 总 是 存在 的 。 如 对 定常 三 维 市 压 流 Euler 方程 的 分 析 表 有 明 , 只 
17 
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有 超声 速 流动 中 才 有 特征 面 存 在 。 因 此 三 维 定常 Euler 方程 在 亚 声 速 流 场 中 也 是 椭 贺 型 
的 。 

(2) 非 定常 可 压 流 N.S 方程 组 

d. 33) 前 面 加 上 Prusust 的 时 间 导 数 项 得 ， 


Ae pat + ae =H (1. 54) 
HP ZAB H5030 tE, 
1000000000 
0100000000 
0000200004 
0000000100 
a 2000000000 
0000000000 
0000000000 
60000060000 
6000000008 
0000000000 
此 方程 组 特征 法 线 的 方程 是 ， 


detste; + vai + ody] = 0 
通过 运算 可 得 
， ay + ud, + ve, = 0 
| 一 0 
a+o +a—o 
对 于 o 来 说 , 除 有 一 个 存在 的 实 根 可 用 N+ V=0 宕 示 外 ,其 他 均 是 实 重 根 。 因 此 可 
以 说 非 定 常 可 压 流 N.S. 方程 是 凶 物 一 双 曲 型 方程 , 连 迟 呈 抛 物 型 。 这 个 结论 十 分 重要 ， 


也 比较 易于 接受 . MeoE ee. MT eM TE e AA MAR R EN. S. 
方程 的 性 质 主要 是 由 其 最 高 阶 空间 导数 项 所 确定 ,因此 对 非 定常 可 压 流 N. S. 方 程 中 除 
时 间 导 数 项 外 就 是 粘性 耗 散 项 中 的 二 阶 导数 项 决定 了 方程 的 类 型 。 其 他 如 对 粘性 耗 散 项 
中 咯 去 菜 些小 项 的 莘 层 方程 也 具有 抛物 型 方程 的 性 质 。 

(3) 非 定 常 不 可 压 Euler 方程 


HCL ADR HMLE vsu 的 时 间 导 数 项 得 . 


Pay (1. 55a) 


写成 列 矢量 形式 为 ， 
18 
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AU, HAU: + BU, =0 (1. 55b) 


HF: 
r0 0 u G i v O 0 
U = (usv p) Ao= 10 1 0l,4=|0 u O|,B = jo v 1 
0 0 0 1 0 6 Oo 1 0 
方程 组 特征 法 线 的 方程 是 ， 
detl syao; + Fiai 十 aby] = 0 
由 此 解 得 : 


(a, 十 ua, + vo,)(o} + 02) = 0 
H (oo t+u0,+00,)=0 Bane V=0,F7F ERIE: Hol t+oD =0 知 存在 虚 根 。 因 此 方程 
组 Q1.55) 是 双 曲 一 椭圆 型 的 。 严 格 地 说 ,此 方程 组 的 数学 类 者 是 不 确定 的 。 


1.3.3 流体 力学 控制 方程 组 鸭 数 值 解法 


一 、 典 型 偏 微分 方程 的 定 解 条 件 

为 了 保证 偏 微分 方程 解 的 适 定 性 , 定 解 条 件 的 提 法 必须 与 方程 的 数学 类 型 相 适应 ,这 
也 正 是 我 们 先进 行 控制 方程 数学 分 类 的 原因 。 

对 粒 阅 型 偏 微分 方程 提 边 值 问题 是 适 定 的 ,县 第 一 .第 二 .第 三 类 边 值 问题 均 可 以 提 ， 
但 不 允许 提 褐 值 问 题 。 对 抛物 和 双 曲 型 方程 可 以 提 初 值 问题 ,也 可 以 提 初 边 值 问题 , 且 第 
一 ,二 ,三 类 边 值 问题 均 可 以 提 , 但 不 允许 提纯 边 值 问题 , 双 曲 型 与 抛物 列 方 程 边 值 问题 的 
提 法 有 一 定 的 差别 ,但 属于 同一 类 型 。 不 遵守 定 解 条 件 要 与 方程 类 型 相 适应 的 规定 , 解 将 
不 适 定 ,数值 解 可 能 出 现 误差 的 指数 增长 ,直至 发 散 。 

二 、 流 体力 学 控制 方程 组 的 分 类 与 求解 

现 将 流体 力学 控制 方程 组 的 性 质 列表 如 下 ,并 就 定 解 条 件 提 法 ,论述 求解 方法 ,分 析 
求解 时 应 福 意 的 间 题 . 椭 贺 型 与 双 曲 或 抛物 型 混 合 的 方程 组 处 理 起 来 很 鲁 难 ,必须 在 数学 
上 进行 讨论 与 分 析 。 根 据 上 闻 的 分 析 , 可 将 分 类 列 于 表 1. 1。 


Ril 方程 组 数学 分 类 


By FE N.S. 可 四 Euler ARG] FE ON. 5. AW Euler 
E 亚 声 速 RAY E 
定常 ”视图 一 双 曲 fa PK Rh MY HR 椭 六 一 双 曲 


EH HÉ — Ah W- R HA- H — AR ef 


有 从 上 面 解 的 适 定性 要 求 出 发 ,分 析 定 常 可 压 N, S FRA. E RG eH Euler 
方程 与 不 可 压 Euler 方程 是 梢 圆 一 抛物 或 椭 阅 一 双 曲 型 方程 组 ,这 给 定 解 条 件 的 提 法 带 
来 了 困难 。 若 提 初 边 值 问题 , 枉 圆 型 方程 的 解 不 适 定 ; 面 提纯 边 值 问题 , 则 双 曲 或 抛物 型 方 
程 的 解 不 适 定 .这 种 不 定型 方程 使 求解 很 困难 ,而 定常 可 压 流 问题 又 是 工程 中 经 常 遇 到 的 
问题 。 
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解决 上 述 矛 盾 的 方法 是 通过 一 些 变换 使 方程 性 质变 成 易 求解 的 。 一 是 所 谓 时 间 相 关 
法 或 稳定 法 ,即将 上 述 定常 可 压 流 N. S. 方程 或 可 压 Euler 方程 化 为 非 定常 方程 ,使 之 由 
椭圆 一 双 曲 混合 的 不 确定 方程 化 为 双 曲 一 抛物 型 方程 , 提 初 边 值 问题 而 使 解 适 定 ,并 采用 
时 间 步 进 法 求解 。 其实 时间 相 关 法 (Time-Dependent-Method) 模 仿 了 实际 的 物理 现象 ,如 
火箭 发 动机 旱 管 中 的 定常 流 场 ,就 是 通过 起 动 过 程 随 时 间 的 增长 而 达到 稳定 的 定常 流动 
的 。 所 以 加 了 时 间 相 关 项 后 ,理论 上 说 迭代 步 长 趋 于 无 限 大 (>co) ,达到 定常 的 解 ,实际 
上 不 必 趋 于 无 限 大 ,只 要 步 进 后 物理 量 的 相对 变化 小 于 菜 一 个 小 基 如 10"*, 即 可 认为 达 
到 定常 状态 。 这 种 方法 的 优点 是 可 充分 利用 初 值 问 题 的 各 种 技巧 ,得 出 较 好 的 结果 ,数学 
处 理 与 编程 较 简便 。 缺 点 是 计算 机 内 存 与 机 时 耗费 巨大 。-- 般 的 计算 机 要 解 三 维 实用 问 
题 , 目 前 还 存在 一 定 困难 。 另 一 种 办 法 是 将 流体 力学 控制 方程 中 某 些 次 要 项 略 去 ,或 采用 
其 他 近似 方法 ,使 方程 改变 类 型 ,达到 求解 的 目的 。 如 1. 2 节 所 介绍 的 N, S. 方程 的 抛物 
化 , 即 是 略 去 时 间 导 数 项 且 将 沿 主流 方向 的 导数 在 粘性 项 中 侈 上 略 去 ,使 方程 组 呈 抛 物 型 ， 
然后 进行 空间 步 进 求解 。 这 是 一 个 简便 的 方法 ,但 也 有 不 足 之 处 。 首 先 , 略 去 了 方程 中 的 
某 些 项 ,对 有 些 流动 ,如 分 离 流 ,有 较 大 的 误差 ;而 沿 主流 方向 如 有 回流 ,或 者 是 亚 声 速 区 
次 特征 的 椭圆 型 ,车 未 加 处 理 即 步 进 求解 会 使 解 振 范 发 散 ,这 些 都 限制 了 抛物 化 方法 的 使 
用 ,当然 , 若 采用 全 场 往复 迭代 可 以 解决 上 述 某 些 问题 。 这 说 明 在 数值 方法 方面 还 有 大 量 
的 工作 要 做。 对 于 不 可 压 流 问题 ,通常 有 有 限 元 法 .质量 方程 中 加 伪 压 缩 项 的 方法 . 流 函 数 
法 等 。 

三 、 求 解 双 曲 .抛物 型 方程 时 解析 定 解 条 件 的 提 法 

汉 曲 和 抛物 型 方程 虽然 均 可 提 初 边 值 问题 ,但 边界 条 件 的 提 法 上 是 有 些 差异 的 。 下 面 
先 从 一 维 非 定常 可 压 Euler 方程 ( 双 曲 型 ) 出 发 来 分 析 解 析 边 界 条 件 的 提 法 。 

1. 一 维 非 定常 流 的 解析 边界 条 件 
| 设 控 制 方程 为 ， 


ge oe ae 
3 t¥a tes = 0 
a , a dp w lappa 
Paes ak a S (1. 56a) 
as a 
gyt"? 
写成 列 矢 量 形式 ， 
dI ay 
TPA =o (1, 56b) 
HH. 
0 
: P p 
A= |E u 4. 2|, = |u 
P p & 
0 0 
(1.56) 的 特征 方程 是 : 


det[o,8,, + ¢,4,;] = 0 
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由 此 解 得 ; 


“ata A= uta 
aa 2 nua Mame (1. 560) 


PLAS AHA RA. 48) 一 样 ,(1, 56) 是 双 曲 型 方程 组 。 下 面 分 析 其 初 边 
值 条 件 的 提 法 ,尤其 是 边 值 问题 的 提 法 ,将 解 区 示 于 图 1.2 的 x 一 :党 标 上 , 设 工 曲线 以 右 
为 解 区 。 

求解 时 应 给 出 1=0 线 上 的 msoso* 即 所 谓 初 始 条 件 ; 同 时 应 给 出 工 上 的 条 件 即 所 请 
边界 条 件 。 在 x 一 { 面 上 不 同 的 位 置 ,L 上 的 wa 值 均 不 一 样 , 而 特征 线 的 斜率 也 不 同 。 现 
AB 处 的 特征 线 希 率 的 指向 与 工 曲线 斜率 的 关系 作 于 图 上 。 以 4 点 为 例 , 它 有 两 条 特 
征 线 指向 解 区 。 FRR WME 4 的 各 物理 量 , 必 须要 求 边界 线 志 上 给 出 对 应 的 物 
理 草 的 值 , 然 后 洛 此 特征 线 用 相 容 性 关系 式 求 出。 这 是 解析 法 求解 的 过 程 。 但 A4' 点 上 与 
对 应 方程 描述 的 物理 量 不 必要 求 边 界线 工 上 的 值 , 而 只 需 用 上 一 个 时 间 步 处 (已 经 求 
得 }4* 对 应 的 物理 量 沿 接近 子 4 方向 用 析 容 性 关系 式 解 出 , 即 图 中 AR ERE. 
要 求 边界 上 给 出 。 如 边界 上 给 定 边 值 , 则 与 AAS RRR. A TRE A 
点 附近 = 十 1 时 间 步 处 解 区 的 解 ,只 要 给 出 psxwr ss 中 的 两 个 ,第 三 个 不 必 给 出 ,也 不 能 给 
出 ,其 他 各 点 类 推 ,总 之 ,求解 双 曲 型 方程 级 时 ,边界 上 特征 线 指向 解 久 的 数目 就 是 边界 得 
件 应 给 出 的 物理 量 的 数 日 。 这 是 解 物理 问题 所 必要 的 边界 条 件 称 解析 边界 条 件 。 给 多 了 
解 不 存在 ,给 少 了 解 不 唯一 。 

作为 刁 子 , 现 分 析 亚 声速 气流 流 过 图 示 Laval 喷 管 的 一 维 非 定常 等 精 六 场 的 解析 边 
界 条 件 的 提 法 。 见 x 一! 图 , 解 区 是 *=0,z=0,z=ra 三 条 线 组 成 的 洛 上 方向 的 开 域 。! 一 
0 时 的 初 值 应 全 场 给 出 。 ERR =n 时 处 ,三 条 特征 线 见 图 1.3, 入 口 处 是 亚 声速 演 , H 
可 能 有 两 条 特征 线 指向 解 区 ;出 口 是 超 声速 气流 ,没有 特征 线 指向 解 区 ,因此 , 除 初始 条 件 
外 ,入口 处 只 须 给 出 例如 rat?ypnt9 两 个 连 界 条 件 , 而 上 出口 处 一 个 这 界 条 件 也 不 允许 给 
出 。 初 始 条 件 的 提 法 比较 有 规律 , 几 变 量 艾 需 给 出 初始 值 ， 
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2. 二 维 非 定常 Euler 方程 解析 边界 条 件 的 提 法 

已 经 分 析 二 维 非 定常 Euler 方程 是 双 曲 型 ,其 深 制 方程 是 (1. 51) 式 。 当 流 场 的 边界 及 
解 区 是 如 图 1.4 所 示 时 ,解析 边界 条 件 的 宴 法 为 ; 

《1) AOI AE 

若 垂直 于 边界 处 的 速度 分 量 vV -n 是 超声 速 的 , 则 所 有 变量 在 入 口 处 要 给 出 ,这 
说 明 在 入 口 处 各 特征 线 均 指向 解 区 。 若 w 是 亚 声速 的 ,那么 必 有 一 条 特征 线 未 指向 解 区 ， 
此 时 通常 只 给 出 入 口 处 的 炳 ,总 烙 与 气流 流动 的 方向 多, 密度 可 由 特征 线 相 容 性 关系 式 区 
得 。 

(2) H O T? 处 

若 出 口 速度 在 边界 上 的 法 向 分 量 w 为 超 
声速 , 则 不 必 担 边界 条 件 ; 若 w 为 亚 声速 则 通 
常 在 出 口 处 给 定 一 个 边界 条 件 , 即 压力 ， 

必须 指出 ,对 于 非 定常 高 暂 诺 数 粘 性 可 压 
流动 ,由 于 求解 时 入 流 和 出 流 均 远 离 解 区 的 物 
面 , 粘 性 的 影响 只 在 物 面 附近 区 域 才 显 得 重要 ， 
面 入流 和 出 流 处 粘性 影响 一 般 不 十 分 严重 , 因 
此 基本 上 也 可 使 用 上 述 无 粘 条 件 , 但 若 在 物 面 附近 取 作 和 ,出口 条 件 就 不 能 直接 使 用 上 还 
条 件 了 ,所 以 非 定常 N.S. 方 程 的 边界 条 件 要 细致 分 析 才 行 。 

3， 执 物 型 方程 的 解析 定 解 条 件 

上 面 以 一 维 非 定常 流 为 基础 介绍 了 双 曲 型 方程 解析 定 解 条 件 的 提 法 ,下 面 讨论 
C1. seb + 4 ao, RU OR, A 为 常数 矩阵 。 又 (1. 56) 式 为 双 曲 型 方程 
组 , 故 4 必 有 三 个 相 淖 的 实 待 征 值 ,存在 由 右 特征 矢量 组 成 的 相似 矩阵 P, iE A= PAP 
A 9 0 
0 A D 
0 0 A 


Fat. 4 


,从 而 (1.56) 式 可 化 为 


po “ + PAPP z =0 


+A 


APU) 
m 0 


APUG) 
= = 


4 POU=(wl,w2,w3)", ll: 
aw] Awl 
EJ + (zu +a) ane 二 0 


Iwg awe 
Pee ee 


0 (1.57) 
M3 + (y — a) 3 = 0 
这 三 个 方程 均 属 双 曲 型 方程 。 最 简单 的 双 曲 型 方程 是 ; 
M1 gH _ 9 (1. 58) 
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其 中 是 党 数 ,方程 特征 线 的 斜率 是 时 一 <, 以 后 常用 (1. 58) 的 形式 来 代表 最 简单 的 双 曲 
型 方程 进行 讨论 。 同 样 可 引入 ; 


a_i (1.899 


hee ALS DLP EL ACS ER RAE RS et SY 


SH a=>0 来 接近 人 1. 59), + v=% w=% WA: 


(1.60) 


或 写成 


其 中 


特征 方程 为 :det Kaija +609) =, 解 得 : 


dx = G) 
dz dy 


M fo 时 ,s 一 0, 故 人. 59) 的 特征 线 是 dz 一 0, 见 图 e 
1. 5。 此 时 无 论 dz 取 任 何 正 负 向 都 可 以 ,因此 必须 给 出 初始 
条 件 及 全 部 进 .出 口 的 边界 条 件 ,但 在 时 间 前 进 方向 不 封顶 。 
这 就 是 抛物 型 方程 解析 边界 条 件 的 提 法 ，。 特征 线 
顺便 说 明 一 下 ,椭圆 型 方程 应 当 给 出 所 有 边界 上 的 边界 A ~ 
条 件 。 


1.4 差分 离散 的 一 般 原 理 


A= 


SEE (1.61) 


“woe 


1.4.1 选择 差分 格式 的 基本 要 求 


为 了 讨论 差分 离散 与 差分 格式 的 构成 ,我 们 从 最 简单 的 双 曲 列 方 程 (1. 58) 及 抛物 型 
方程 (1. 59? 出 发 来 进行 分 析 ,以 和 弄 清 其 机 理 ， 以 和. 58) 为 例 , 在 x 一 + 图 上 ,zx 方向 解 区 
AE, SR 1 等 分 , 则 AE 二 J ，Az; 每 一 个 空间 间隔 点 ,由 4 到 号, 以 0,1,…, OZ 
一 点 之 处 用 x 二 j，Ar 表示 。 在 时 间 方 向 用 1 一 n* Oe 表示 ,通常 时 出 用 前 差 , 空 间 盖 分 可 
用 前 盖 、 后 差 .中 心 姜 或 其 他 方法 来 近似 表示 。 

对 (1. 58) ,时间 前 盖 、. 空 间 前 盖 的 表达 方法 是 : 
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a tt yt 
it; 到 | oe 


=0 (1.62) ¢ 
其 中 ， 


#4, = ulmAt,(7 + LAr] = ulr + Ar) 
uh = ulnAt, jax] = u(t.) 
所 以 (1.62) 可 写成 为 ， 
HEE Ata) — wee) 十 whe FAs) ut) 一 0 Di fae yy 
用 FTFS 表示 之 。 其 他 两 种 表达 式 为 : aoe 
时 间 前 差 . 空 间 中 心 差 FT CS, 


i ajn TM 
A -+a Fe = 0 


AY [el RTA, 22 Ea 2 FT BS: 


atl aon 
m) „Hi 


ae 
ba “2 He _ g 
Agr 


其 他 形式 以 后 使 用 时 再 介绍 。 用 差分 形式 离散 方程 (1. 58) 时 ,似乎 FTFS,FTBS， 
FICS 都 可 以 。 是 不 是 对 一 微分 方程 其 差分 离散 是 任意 的 ? 回答 ;不 是 。 对 一 个 确定 的 微 
分 方程 ,可 以 用 不 同 的 差分 格式 离散 ,但 绝 不 是 任意 差分 离散 均 可 获得 合理 的 解 。 而 且 可 
以 使 用 的 差分 格式 一 般 也 存在 着 优先 。 下 面 介绍 为 了 取得 有 意义 的 微分 方程 的 数值 解 , 差 
分 离 获 时 应 当 尊 循 的 基本 原则 。 

一 、 和 相 容 性 (Consistency)} 

指 的 蚌 差 分 方程 必须 与 微分 方程 相 窒 ,即将 差分 方程 用 Taylor 级 数 府 开 后 当 变 量 增 
HOt, Ar 趋 于 等 时 ,差分 方程 与 微分 方程 相 罕 。 这 样 才 能 获得 接近 于 微分 方程 的 解 。 考 虚 
《1.58) 式 的 FTBS 差分 格式 


uit] — a" uy a 
Sage ta A, = 8 (1. 63) 
或 wt wd — e) + ev (1. 63a) 
式 中 osa re 
对 差分 方程 (1.63) 进 行 Taylor 级 数 展开 ， 
ee ae |" dee, ag gk | 天 
wt mat (SY SPE a ae ee eG =) ae 
n ge du 7 à d Zu)’ ġ 2 1 x Fu i ` 
wt, = i = Ar 二 3 ar), Ax A | 1 Az” + 
将 上 面 两 式 代 入 (1. 63) 得 ， 
ld ,en 
[H+ 0% =| e Oe as Oe | 
l Fu l Pu, : | r 
Be T (1.64) 
当 Ac, AO, (1. ORES HOMBRES, A. 64) 与 (1. 58) 相 容 , 于 是 我 们 说 
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用 FTBS 列 出 的 差分 方程 (1. 63) 与 微分 方程 (1. 58) 相 容 ,FTBS 格式 解 微分 方程 (1. 58) 
具有 相 容 性 。 

=, eae (Convergence) 

RU 是 微分 方程 的 精确 解 ,x 基 差 分 方程 的 精确 解 ,那么 对 TAR EE 
增 量 趋 十 零 时 ,zw 必须 趋 近 于 U. B: 

„im LU tat) —2j{=0 (1. 65> 
RP r=j’ Ar 一 nn， At, 满足 上 式 的 差分 方程 的 解 具 有 收 化 性 ,否则 其 分 方程 的 解 无 意 
义 ,不 能 用 它 来 解 对 应 的 微分 方程 。 

=, Bett Stability) 

用 计算 机 解 差分 方程 时 ,由 于 计算 中 的 舍 人 误差 及 适 代 精度 等 的 限制 ,计算 出 来 的 是 
近似 解 Alu 表示。 数值 计算 微分 方程 的 解 的 误差 6 可 表示 为 : 

e = U(r, — w= (U — ut) (Co 44) (1. 66) 
称 ep 二 UU 一 ww 为 离散 (discretization) 误 差 , 称 6 二 起 一 地 A A Cround-off RZ. 

由 此 可 见 ; lim_ep 一 0 恰好 是 收敛 性 定义 的 表达 式 :而 随 着 时 间 选 代步 数 4 的 增 
长 ,se EFAA NER EEH. .如 果 求 解 过 程 不 稳定 , 解 可 能 出 现 指数 增长 性 振 葛 ,使 数 
值 计算 无 法 进行 下 去 。 

上 面 三 个 要 求 是 用 有 限 券 分 法 (或 有 限 体积 法 ) 求 解 微分 方程 时 选择 差分 格式 尼 须 满 
足 的 条 件 , 但 并 不 充分 , 即 并 不 是 满足 了 上 述 条 件 , 流 悼 力学 控制 方程 或 其 他 方程 即 可 求 
得 较 正 确 的 解 了 。 

、 差 分 格式 的 选择 必须 与 微分 方程 所 反映 的 物理 问题 的 要 求 相 适 应 

这 个 方面 奉 涉 的 问题 较 多 , 且 和 都 是 十 分 重要 的 问题 。 例 如 ,起 声速 流 场 中 出 现 的 间断 
问题 , 几 满 足 上 述 三 个 要 求 的 差分 格式 并 不 是 均 能 较 好 地 捕捉 激流 ,即将 激 波 的 位 置 及 跨 
激 波 的 物理 量 较 好 地 计算 出 来 。 这 要 求 在 差分 方法 上 另 作 一些 研 究 与 改进 。 这 方面 的 问 
题 很 多 ,我们 将 结合 差分 方法 的 研究 陆续 子 以 介绍 。 


1.4.2 Lax 等 价 定理 


在 采用 一 种 差分 格式 写成 差分 方程 并 讨论 其 相 容 , 收 敛 与 稳定 的 性 质 时 可 以 看 到 , 相 
Brew WA BEM A, AO Taylor 级 数 展开 就 行 ! 稳 定性 前 证 明 以 后 可 以 介绍 诸如 
Von Neumann 法 等 来 解决 , 面 收敛 性 证 明 一 般 比 较 麻 烦 ,但 Lax 等 价 定理 很 好 地 解 央 了 
这 个 难题 。 

Lax 定理 ;对 给 定 的 适 定 的 线性 初 值 问题 ,用 有 限 差 分 方程 去 近似 时 , 考 差 分 方程 满 
足 相 容 性 条 件 , 则 其 稳定 性 是 其 收 合 性 的 充分 必要 和 条件。 简单 地 表达 为 ; 

适 定 的 线性 初 值 问题 , 若 差分 方程 相 容 , 则 稳定 所 收 伍 。 

这 个 定律 胸 作 用 是 明显 的 。 对 适 定 的 线性 初 值 问题 ,只 须 证 明 其 相 容 性 与 稳定 性 , 收 
化 性 自然 满足 ,从 而 省 却 证 明 收 分 性 的 订 烽 。 下 面 通过 引入 截断 误差 等 概念 来 证 明 Lax 
定律 。 

一 、 截 断 误 着 (Truncation Error}T? 

为 了 讨论 Lax 等 价 定律 及 差分 计算 中 截断 误差 .离散 误差 等 概念 ,并 便于 理解 和 省 
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却 收 敏 性 证 明 的 复杂 性 ,我 们 以 简单 的 扩 物 再 方程 (1. 59) 为 例 。 设 于 一 的 精确 解 是 
U(r D=UG > Ar At), RA FTCS BHR, 


get g" _ “a uj + uja (1.67) 


Ag Ar” 


Taylor 展开 得 : 


che Fu At Pu Ax? au) Z Ady 
Ca at toa 12 al PUARE E= 
PE ae a At, Ar 均 是 较 小 的 数 ,因此 


Fake , 量 级 越 小 。 将 (1.57) 减 去 (1. SDA ARBAB. UTR: 


Tu) = alae 一 等 a + OAE, Aat) (1. 68) 

较 严 格 的 定 久 :车 微分 方程 为 LeU) 二 0， Lo 是 微分 方程 算 子 ， ie 59) 式 Lro 

-=| 2- Z) ;差分 方程 为 Lr (tw) 一 0,Lsr 是 差分 方程 算 子 ,对 (1. 67) Le= 2 —2 +7)", 

则 截断 误差 玖 (一 Erke) 一 Zrpkx)。 由 此 可见 ,截断 误差 是 将 差分 方程 减 去 将 差分 方程 
精确 解 代入 微分 方程 算 子 而 得 到 的 。 


应 当 注 意 ,Lpp(0) 一 0, 因 为 U 是 微分 方程 的 精确 解 ,但 Lp) 40, BHT E 
解 所 以 与 微分 方程 精确 解 不 同 ,是 因 差 分 方程 中 多 出 Ttw) 之 故 。 所 以 差分 求解 时 , 实 
质 上 是 求解 加 上 截断 误差 项 后 的 微分 方程 式 。 显 然 当 自 变量 A Ar 趋 于 零 时 ,截断 误差 
BTE. MAB AER. 
=. MRR TI 
| 为 了 求 得 离散 误差 与 某 种 截断 误差 的 关系 ,引入 当地 截断 误差 。 定 义 为， 
Ty = Lr) — LeU) = Le) {1. 69) 
l 对 具体 问题 (1. 59) 与 差分 方程 (1. 67) ,其 当地 截断 误差 为 : 


TD = [E-E ro] -TCD = (Fe - FF Fe] + oe 


(1. 69a) 
=, Lax 等 价 定律 的 证 明 
以 微分 方程 (1. 59) 和 差分 方程 (1. 67) 为 例 来 证 明 , 只 有 一 定 的 代表 性 ,但 不 从 一 般 数 
学 理论 证 明 , 比 较 简 便 。 其 证 明 主 要 分 三 步 进行 :中 写 出 离散 误差 ep 与 当地 截断 误差 
TY;{a) 的 递 推 关 系 式 ; 贸 列 出 差分 方程 稳定 性 的 表达 式 ; 全 证 明 在 满足 相 容 与 稳定 的 条 件 
下 ,收敛 性 得 到 满足 , 即 lim sp 一 0。 
L 当地 截断 误差 与 离散 误差 


Um Us Up W} tU 
LeU) Ag a A 2 
nl n a n n 
Hj T Hi — 4 =P 2u; + Hl _ 
Lele) = A A 2 0 


Th co is) = EW) a Lelu) 
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z i TE Se) = UF Ser 一 下 


— 200 — wt + Ua — wy} 
At + Th, = ent! — [U — 2rdent 十 reo + rem] 
Bp r=A/Ac’?, HO. 7O5RARRERY: 
ep = At eT} + Ate 

其 中 

Eb 一 《的 fins Eby)” 

C = (rein Os-7 0,7 ea)” 

T} = (Th, Tha Tir- 


1 — z2r r 0 -= 0 0 

r 1— 2r r " Q 0 

A= 0 r l—@r = 9 0 
0 0 oo se r i—Ìr 


因为 边界 条 件 给 定 , 故 h= =0,C= O0 T (1,71) 的 递 推 式 为 : 
e= At TIH AMATI HA 二) 
= AreTi + AA T HAM e TOHA ge’) 


= ATHA TE 4 e + ATD HAT b 
l = A(T HA TI p e 4 A TOD 
差分 格式 不 同 , 系 数 矩 阵 4 就 不 一 样 。 
2 差分 方程 的 稳定 性 要 求 
差分 方程 的 数值 解 为 : 
eM = rewa + A ria H re in 
这 是 由 于 会 入 误差 存在 而 得 出 的 近似 解 。 其 递 推 式 为 : 
WA 
又 差 分 方程 的 精确 解 满足 ; 


utl 一 Att ey? 


(1.70) 


(1.71) 


(1. Fla) 


BEHERGARBAR ANSARBE J 一 1 维 列 矢 量 , 所 以 用 无 限 模 , 即 各 列 


元 素 中 最 大 值 小 于 一 个 有 限 正 实 数 天 来 表示 其 稳定 性 ， 
Il & We = 


(1. 72) 


AF IE | o= Ae os | Ao le ao AT om et dn aE Me? | RET 


EP Uf ef HAARE MACEK 72 FY RIE: 
| A || Km = O,1 ye yn 
3. BRERA TSR 
上 收敛 的 数学 表达 式 为 ; 
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(1, 73) 


27 


lim {{ e5 |} = 0 
Aor 


thi. 71a: 
LAA) 

<A Til] + KUT + KITI? 

KO Mtn K-M, 

M = maxt 了 了 2) 
通常 设 1 72 |) AARE EMA -n= K 均 为 有 限 值 。 所 以 ,要 使 lim lest = 一 9 
RY HT lim _,M=0, 这 正 基 相 容 性 所 要 求 的 。 

上 面 是 必要 性 的 证 明 ,充分 性 的 证 明 留 给 读者 。 


1.4.3 显 式 差分 格式 与 隐 式 差分 格式 
对 (1.56) 差 分 离散 得 (1. 67), 


ul or i ru + rey 


Bil, 
atl = Au" (1. 74) 
4 就 是 前 面 所 述 的 系数 矩阵 。 由 人 1. 740 GL, ROR RTE u" ORE 
很 方便 地 计算 出 来 。 这 种 格式 称 为 显 格式 ， 其 一 般 表 达 式 为 : 
atl = Wau" (1. 75) 
KRW 是 空间 差分 算 于 式 ,由 若干 个 空间 差分 算 子 组 成 ,常见 的 空间 差分 算 子 有 前 差 . 后 
ŽP THREATS, EMDEN: 
HY 2 RPA : Au Supi ej ulr Ar) u(r) 
RRTV : VS u, up 5al) ulr- Ar) 


中 心算 子 BOW ut 
CER Puj i u) =u dhL) tt 2 
平均 算 子 Bs 


utl = et + (uti, — Qu + aja) 
= 二 rn — 28) -— Gi — aD] 
一 到 十 了 [Be 一 So- (1.76) 
=u" + rédu 
= (1+ rou} 
Mii W= (1 tri’). 
RO 76) RLM. 75) PERR, Pa CARD E 
接 由 各 空间 点 上 的 已 知 变量 pupon n SERE RED (TT AE ERREF He eB 
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称 定 性 的 严格 限制 ,因而 整个 过 程 需 选 代 的 次 数 增加 了 。 
差分 方程 如 有 形式 : 
Ze! = Wut (1.77) 
之 是 另 一 个 作用 于 未 知 变量 oU 上 的 空间 差分 算 子 式 。 此 (1, 77) 式 称 为 隐 式 差分 格式 。 
例如 今 Z==(1 一 8 WAA: 
和 a ds 2 ee (1.78) 
这 是 对 (1. 59) 方 程 的 时 间 前 差 , 并 用 nn 十 1 时 间 未 未 知 量 的 空间 中 心 差分 组 成 。 隐 式 
差分 格式 计算 的 时 间 步 长 几乎 不 受 稳 定性 的 限制 。 但 每 迁 代 一 次 所 占 的 时 间 比 显 格式 要 


长 得 多 ,因为 它 常常 遂 到 矩阵 求 道 的 问题 。 以 1. 78) 为 例 , 求 解 可 写成 


Awt = we +c (1.79) 
其 中 ， 
1 十 2r 一 上 0 0 0 0 0 
一 了 1+2 —r 0 0 0 0 
Az 0 —r l+? —r 0 0 0 
0 总 : : : vee 0 
0 0 vee 0 0 =r l+% 


二 二! 是 边界 值 ,一 般 是 已 知 的 。 

一 般 情况 下 EAER RKE "+!, 但 对 上 述 问 题 ,4 是 三 对 前 矩阵 ,并 且 满 足 对 角 
占 优 势 , 玖 可 用 简单 的 追赶 法 求解 。 即 使 如 由 ,也 比 显 式 差 分 格式 多 费 机 时 。 

BZ WU. 77) 为 准 , 当 Z 一 1 时 是 显 式 差 分 格式 ,Z 天 常数 ( 即 含有 算 子 ) 时 则 是 隆 式 
差分 格式 ,而 W 的 存在 对 稳定 的 程度 多 少 有 些 影 响 ，。 


14.4 善 分 格式 的 稳定 性 


Lax 等 价 定理 指出 , 适 定 的 线性 初 值 问题 的 相 容 性 和 稳定 性 是 收 敏 性 的 充 要 条 件 .从 
前 面 的 证 明 可 名 ABATE AYA Taylor 展开 而 使 A, Ar 趋 于 零 , 检 查 截 断 误差 是 否 趋 于 零 
而 验证 ,这 较 易 做 到 。 但 收 和 伍 性 的 证 明 却 较为 国难。 由 此 可 见 , 用 分 析 的 办 法 提出 对 稳 冠 
性 的 验证 是 一 个 分 析 差 分 格式 可 用 性 的 有 效 途 径 。 有 许多 分 析 稳 定性 的 办 法 ,如 能 量 法 、 
ARAJE, EEEH Fourier 法 等 ,但 应 用 最 广 的 是 Von Neumann 提出 的 Feurier 分 析 


法 。 
一 、 不 稳定 现象 
分 析 微 分 方程 
ou du 
a aH oo (1.58) 
及 其 差分 格式 FTBS， 
a u" p Pfi =r =, (1.63) 


Hf k=At.h=Ar.e>0, Mi n= fle), 令 oza , 则 差分 方程 为 
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wit) = (1 — out + out, (1. 63a) 
因为 微分 方程 的 解 是 u= fCat) ,因此 当 e— atc 时 ,flc) 一 x 一 const。 
Wah 为 如 下 值 . 列 出 差分 方程 (1, 63a) ,进行 不 同 层次 的 运算 ,结果 见 网 1. 7， 
a=l,h=0.1,2=0. 08,0=0, 8, (1. 63a) Hl: u7 = 0, 2uf-+0. Bif 
a=]1],h=0.1,4=0. 1,0 =1. 0, Ñ (1. 63a) Matt = ui 
a=1,h=0.1,4=0.2,0=2. 0, (1. 63a) ett = — ut- 2u" 


ALA ee) eee ee 


| | | 
eS 


a sa = 6 7 EIT x 
1.7 
从 差分 方程 的 图 解 (图 1.7) 可 见 ,z 一 1,.0 时 与 微分 方程 的 解 一 致 ;go 二 0, 8 时 ,在 解 的 
两 端 有 耗 散 现象 出 现 ;c==2.0 时 , 解 出 现 振 葛 且 在 :=n* Az 增加 时 振 落 加 剧 , 直 到 计算 失 
败 . 这 表明 ,对 上 述 差 分 格式 ,es1.0 时 计算 稳定 ;ec>10 时 计算 不 稳定 , 解 出 现 指数 增长 
型 的 振东 (当选 代 时 间 增 加 时 )。 称 z 为 Courant 数 ,css1. 0 ARER, 用 FTBS 离散 上 
述 方程 得 到 的 差分 方程 是 条 件 稳定 的 。 
二 、 姜 分 格式 的 稳定 性 分 析 
i， 离散 摄 动 法 
从 稳定 性 的 定 尺 出 发 ,分 析 此 差分 方程 的 舍 人 误差 随 尖 代步 数 的 增加 是 哲 有 界 来 确 
定 其 稳定 性 。 
以 方程 (1.58? 玉 其 差分 方程 (1. 63) 为 例 。 
差分 方程 的 精确 解 ;w?!:= (1 一 9)w3 十 gus 
25) hy ERDEI a = 1 — oul + oul, 
从 而 
ett = wit) — att] = (1 — ode, oe (1. 80) 
设 选 代 过 程 中 ,在 【一 如， At,z= jl” ， Ag 处 开始 和 引入 一 个 会 入 误差 si 一 名 ,那么 在 i 


=0, 74/1 
一 =， At 处 会 入 误差 的 分 布 情况 是 ， ia wee a RASOR 
os J=] 
ar 一 【] oga = (1 — o 
Sit = OF) = 08 
g = 0, 7A, fl 41 
ARERR , 25 RE BM lel lial <1. BP l1—o|<1,B) o> 0 Ro 
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<2. PUES AREARE BR BER e /ehy 20, BH C1 — oo) 0,01 RR o 的 
定义 >0。 综 合 上 述 要 求 得 (1. 63) 式 稳定 的 条 件 ， 
Ome <1 €1. 82) 

HERA Rea MPM, ETENA TEE: BAIR e 随 选 
代步 数 增长 不 但 量 值 增长 很 快 而 且 出 现 振 荡 , 导 致 求解 失败 。 但 它 缺 乏 一 般 性 。 

2. Von Neumann 稳定 性 分 析 法 

(1D) Fourier 积分 与 Fourier 变换 

Fourier 变换 是 解 常 系数 线性 偏 微分 方程 的 重要 手段 之 一 .将 其 延伸 可 用 于 分 析 差 分 
方程 的 稳定 性 问题 。 

R f(x) 是 定义 在 整个 实 轴 (一 2,co} 上 的 实 函 数 , 其 中 任 一 区 间 逐 段 光滑 且 绝对 可 


B [IAO [de < co ,那么 f(x) 可 用 Fourier 积分 来 表示 ， 


f(x) = | Deda 
其 中 (8) 一 -| Oeae. REECH SO Fourier BR, S FD 
on) -~ 
i. 
至 与 了 的 鞠 系 有 如 下 Parseval P: 
LA: = FF: 《1.83》 


eee ft. = [fond] = [S oae] . 
(2) 用 Fourier 法 分 析 差 分 方程 的 稳定 性 
以 《1. 63) 为 例 ， 


ay 
+1 一 三 yi 
uj uy oH — up), oa 


将 上 式 的 定义 域 延伸 到 整个 实 轴 上 ,得 : 
UKEs) = MEFA 一 区 = 起 (全 六 1 
其 中 zE (—oo,co), MEAN f(r). BIE Fourier FRB: 
1 


LP FB nade ap 一 一 二 | Faded 
Fea) nF Ptaa = J E Eto 


~ ol Fal” FR meds — el” E eea] 
Bll. 
F (Byte) = [1 — a — e] + FCB, 

4 GA. B =1—a l —e™) , 接 Parseval 等 式 有 ， 

Jakesta) 2 = PCR ste) Me 

leket ll, = [PO |. 
从 而 

| l£ stap) ba = EGF) eS IG] aCe.) | 
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Gu 为 差分 方程 的 数值 解 ,考虑 了 伟人 误差 的 影响 , 则 ， 
| eksta) eS IGI fl lrst) || 2 
新 以 
ert? < 1G} et |] = [Gt] |e | 
4 r=. RESARE BRAKERPREAR VER let il / oi <x, 
天 为 某 一 确定 常数 。 从 而 有 ， 
IG*| SK (1. 85) 
对 所 有 成 了 并。 这 是 差分 方程 (1. 63) 稳 定 的 条 件 , 并 且 对 一 般 初 慎 问 题 的 常 系数 线性 方 
EHAR, RE G 的 形式 不 同 。 
€3) Von Neumann 稳定 性 准则 
从 上 面 的 分 析 可 直接 导出 Von Neumann AE OVA BB EHEM BIE IG ISK. A 


而 : 
1 x_nK, dnKy 
IGI 委 (K) =e = ] + z + on + 
_ |, dink BUK? 
=1+ nk Zink)? + 
HH nT T BRR PAAA, A R: 
IGl&1 +0) (1. 86) 


这 就 是 Von Neumann 判定 初 值 问题 差分 方程 稳定 性 的 准则 。 可 以 证 明 对 线性 常 系 
数 偏 微分 方程 的 初 值 问题 ,这 是 充分 必要 条 件 。 下 标 8 表明 此 不 等 式 对 所 有 PRI. 
为 进 步 对 Von Neumann 法 有 所 理解 ,下 面 对 其 作 些 分 析 。 根 据 Fourier 变换 的 说 

明 及 不 同类 型 偏 微 分 方程 的 解 由 各 个 分 立波 选 加 面 成 的 说 明 ,可 将 微分 方程 的 解 写 成 
Ucn) = Aare = 2, Be (1. 87) 


式 中 Ap 是 积分 系数 je CRAB ROB so PR A , BT LIER AS n/A BR 
为 波 数 ;4 是 波长 。 
差分 方程 的 解 由 于 趋 近 微分 方程 的 解 ,因此 必 有 : 
u(x,t) = 25 Aye eo (1. 87a) 


ult) = >) Age el 《1. 87b) 


P 
A FAA AY SAGE, RE ER TE A E n i h EAE ET i m RA — tE, Be 
f: 


oj = ul i = Age" « oA 


所 以 |G|= | |= len" | , 称 为 放大 因子 。 
要 求 lim |gy/ eyl SKM C |SK AFL |G | <1 +O) BIG. 86) 式 。 
这 告诉 我 们 ,在 列 出 差分 方程 后 ,可 由 (1.87) 十 分 方便 地 将 GC 写 出 并 进行 “ 判 稳 ”。 
本 方法 简单 方便 ,工程 上 常用 ,但 从 机 理 说 只 限 手 两 层 时 间 变 化 的 初 值 问 题 , 而 且 必 
须 是 常 系数 线性 方程 。 事 实 上 ,经 过 冻结 系数 方法 或 其 他 处 理 , 许 多 非 线 性 的 初 边 值 问题 
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均 可 用 此 法 进行 稳定 性 分 析 。 而 县 对 一 些 三 层 格 式 , 如 “十 1”,“n”、“n 一 1 


法 分 析 。 
例 1 微分 方程 : 
u, = Uz, + bu 
差分 格式 ， 
“ow wiry — 2 + Wn] L bu" 
其 差分 方程 式 为 : 


uy) = ries H wh) + (1 rdu + Bhar = At/Ax? 
Suttle Ae DEPA Ae eh FA Ae eA RR 28 5) or A st PE 
G= re + e7) + C1 — 2r) + bk 


= 2rcosPh + (1 — 2r) + bk = 1 — 4rsin? 2 + op 
HIG|<1+0@)8: 
1 一 arsin? © a1, pera 
这 个 例子 告诉 我 们 以 下 三 个 重要 结论 ， 


”也 常 借用 该 


(1. 88) 


(1. 89) 


O 写 出 差分 方程 后 ,放大 因子 避 可 直接 对 此 方程 由 好 一 4e ”e 的 方法 写 出 。 
O 在 进行 G 前 分 析 时 可 以 用 代数 计算 ,也 可 按 要 求 作 图 , AA eM Af) 是 一 个 小 数 ， 
BEETA IGS 作为 稳定 性 条 件 。 这 个 条 件 应 在 全 部 8 可 能 的 范围 内 成 立 。 


O 对 于 有 源 项 的 微分 方程 , 源 项 是 否 存 在 不 影响 差分 方程 的 稳定 性 。 
例 2 微分 方程 


差分 方程 : 


Witl = ge, (1 obe 


G = (Q — e) + ce = (1 — a) + ocosfh — tosinfh = Gr +G; (1.90) 


其 中 Gs 是 实 部 ,Cr 是 虚 部 ,可 用 作 图 法 进行 分 
H. 

HIG|<1 8 G@=Gi+Gi<1. MER 1.8 
中 ,(1. 90) 式 是 圆心 在 (1 一 ;0) BRA o 的 圆 ， 
[Gee aon F-+-Gi=o" , WT RE IG | <1.) 
FESR. 

ol 

3. 超 阵 法 分 析 听 定性 

用 矩阵 法 判 稳 可 以 考虑 边界 条 件 的 影响 , 但 
数学 上 处 理 较为 困难 。 现 以 简单 的 抛物 型 方程 为 
例 分 析 。 
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Morne BAe 

ERE Fuler 0) =f Cr) ult) =u 00 
差分 格式 FTES: =r + A ruirui 
BRT RI A: wt = Au +C 


其 中 
bis F 0 0 0 0 9 
r 1 一 27 r 0 0 0 i 
A= 0 r l-2? r 0 0 0 
0 0 
0 0 “a 0 0 r 1 2rJu-pxeu—p 
u" = (ul guy yer uh)? 
C= (ruh,0,-+,0,7uj)" = 0 
所 以 atl = Aw = A" yg, 
同 理 wt! 一 A" ln, 
Mit E = Ae; 


稳定 性 要 求 lim |e l<. PRY 4 EREEREER. 当 4 是 实 
At OR a EA, SA 有 (J 一 1 个 线性 独立 的 特征 矢量 w。 这 些 特 征 矢量 可 
作为 (7 一 1) 维 向 量 空间 的 基 , 而 误差 矢量 辟 也 有 (7 一 1 个 分 量 ,可 以 唯一 地 用 罗 的 线性 
组 合 来 表示 之 ， 


J 一 1 


g = SC»; 


J—1 PE 
时 间 步 进 1。 Ar = Ae? = A DIC, = DCA; 
J=1 i=1 
由 特征 值 的 定 尽 :4w 一 4 
所 以 有 ， 
4—1 
el = SIC Ay; 


J—1 i J—1 
= SICA; = SCAN; 
1 j=1 
可 见 , 当 noo, E e SK. BRIA SEK si AR maxlas.: 
pA) < (K1)> = 1 + Aiki + =] +0) (1. 91) 


KK 均 是 有 界 常数 ,p(4)? 是 矩阵 4 的 谱 半径 。 此 结论 与 Von Neumann 法 判 稳 是 一 致 
的 。 通 常 (1. 91) 是 稳定 的 必要 条 件 。 如 果 A 是 正规 矩阵 , 则 (1. 91) 也 是 充分 条 件 。 

4. 247% 440.49 Von Neumann 分 析 法 

微分 方程 组 ， 


Ff Aala 
re (1. 92) 
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A 是 mIn HEGERE, f= isfar Sn)? HIIRE, 若 用 差分 求解 ,其 显 式 差 分 方程 级 


是 所 一 WwW。 
稳定 性 的 论证 过 程 与 Fourier 法 分 析 一 致 , 可 得 
We = ord fel 
稳定 性 判断 准则 ， 
POG) S14+ O) (1.93) 
即 其 谱 半 径 pCG) 要 满足 (1. 93) 式 。 式 中 CGRBRAKAFT MEKKE. 
例 3 微分 方程 ， 
u Fu 
a 2 
差分 方程 ; 
wit) — yet wy, — wT — yt tat, 
oat Ax? 
或 
w= win td + = an 
KERA PRS RRR. AAT IR RRR, Sut =u) 
“uy = wn + 13.1) +3 i+ -za 
可 写成 差分 方程 组 : 
pa alira e Tae E 
uy 1 0 v} 
4rcosBh 1 — 2r 
GB, k) = 1 十 2 1+ ar 
1 0 
稳定 性 要 求 p(O)<1+0%) ,事实 上 常 要 求 po(G) 委 1, 只 是 条 件 稍 苛 刻 些 。 下 面 求 C 
的 最 大 特征 值 。 
[村 


(1+ 2r)À — Crcosfh)A — (1 — 2r) = 0 
2rcosBh + V1 — 4r*sin? Bh 


D 1 + 2r 
当 1 一 4r*sin’Bhoz0 时 ， [Aan | = AEE l; 
当 1— 4r’sin fk <0 Ef, A= areoshti Voltin h, | ie. i 
[cai POSL 


可 见 用 上 述 佐 分 格式 求解 时 ,对 *>>0 的 任意 值 , 差 分 方程 是 便 稳 定 的 。 
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第 二 章 “” 一 维 抛物 型 与 双 曲 型 方程 的 老 分 方法 


本 章 主要 投 述 一 维 抛物 型 与 双 曲 型 微分 方程 差分 格式 的 构成 ,讨论 初 值 问 题 的 基本 
处 理 方法 及 形成 差分 格式 的 机 理 、 求 解 过 程 中 数值 方法 上 应 注意 的 一 些 问 题 等 ,也 涉及 到 
边界 条 件 的 处 理 。 因 为 一 维 执 物 型 . 双 曲 型 方程 比较 简单 ,所 以 有 些 数值 计算 中 的 方法 和 
机 理 易 于 分 析 清 楚 ， 


2.1 一 维 抛物 型 方程 的 显 格式 


一 、 一 般 显 格式 
一 维 线性 抛物 型 偏 微 分 方程 的 一 般 形 式 为 : 


atas) Ž = 2 | ace.) Be) + Bt) Sf crt) (2.13 


在 某 指定 的 解 区 内 ,aa 为 严格 的 正 数 ,c EFENA, ER S02 可 以 是 无 限 的 或 有 
限 的 :可 提 初 边 值 问题 , 边 值 问题 可 提 一 、 二 .三 类 边 值 。 将 (2.1) 写 成 ; 


= = Jaw. D, Du (2.2) 


式 中 工 是 线性 算 子 ,DD 一 卫 ,D* 一 二。 对 于 两 层 (n,n1) 差 分 格式 ,我 们 可 以 按 Taylor 展 


le? 


开 式 获得 
wm uet te (1th E. g les 
= exp| k huz = exp (Al ju} (2.3) 
同 理 可 得 
D= Z sink” È p bu} = red 一 a_i (2. 4} 
从 而 
ze 一 exp {kL | jh nk, 2 sink” 2: | Ž sink” | ] hus (2.3) 
解 一 维 抛物 型 方程 所 采用 的 差分 格式 一 般 均 可 归结 为 (2. 5) 式 。 
=. 常 系数 方程 的 显 略 式 及 其 精度 
微分 方程 
u _ fu 
Xx 2 


此 时 差分 方程 由 (2 DATER a mep aup LED, C2. 4) 式 展开 ， 
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全 gË 
2 一 Se a: ped iy 
4 rate 12 507 | 
故 
R ws BER 1 
w= [itia BA -tlat ly 


在 自前 的 问题 中 ,6, 均 是 对 x A. Sr k/h* M 
ws [1 fw s r= hatt e Jug (2. 6) 


EOP REPEAT EARR EENE, HE MAR MRR 
BETR E T RAEE. EAA, 
atl = [1 + rR = et + ru — Zu + ui) (2.7) 
E C1. 69) FN C. 69a) 知 其 当地 截断 误差 为 : 
k FU ft guy" 


Ti, = E s p at), TOCS (2. 7a) 
其 中 FR 
当 | 型】 和 | 20)" AEREN, C TORETE OGAN ER O DRENA 


时 间 一 阶 精 度 .空间 二 阶 精度 的 差分 格式 。 因 此 ,可 用 截断 误差 首 项 中 时 间 与 空间 增 量 的 
其 级 来 确定 差分 格式 的 精度 。(2. 7) 式 是 求解 抛物 型 方程 (1. 59) 常 用 的 差分 格式 ， 
如 到 前 三 项 , 则 


urt 一 [1 Bae 十 Zl, = Llas Jus 


z Le Spot arc 一 3D (elf — Wh) — TC — 6r) Celine 十 的 -2) 


H MEHR, He TRO A Oy OCR. AY), EAT IB] — Br E EA BEY AK. 证 
明 时 ,认为 方程 解 的 各 阶 导数 均 存在 。 这 是 5 点 格式 ,计算 量 增加 。 (RR 1/6, 
则 仍 保留 三 点 格式 而 精度 提高 到 与 5 点 格式 相同 。 

=. 一 维 自 伴 型 扫 物 型 方程 的 差分 格式 

微分 方程 


a che 
pE alz) a) alr) Æ 0 (2,8) 
接 (2. DRAM: LH—aD’+aD, HA 3) 得 
wt! = expl (aD? + a Dy Jui = [1 + RCaD? + a D) + les 
令 Dus 


=A atu, D= uO) = 3g ija 


ust! = (1 — 2raduj + | a + a) ugn 十 fla 一 Bajur (2.9) 


可 以 证 明 此 格式 之 精度 是 (£,87)。 
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2.2 一 维 抛物 型 方程 的 隐 格 式 


将 刘 程 42.1) 的 差分 格式 的 一 般 式 (2. 3) 改 写 为 
exp(— RL = expl 一 MAL Ju" (2.10) 

KP OKIL 这 就 是 不 同 程度 降 式 成 分 的 格式 。 如 8 一 1, 即 为 全 体格 式 ! 如 0 一 0, 即 为 显 
格式 。 显 格式 求解 时 在 未 知 量 所 在 的 时 间 层 “2 十 3? 处 只 有 一 个 网 点 ,而 隐 格 式 则 有 若干 
个 网 点 处 于 “nm 十 1" 层 ,不 能 直接 求解 ,对 一 维 掀 物 型 方程 常常 要 解 三 对 角 和 矩阵 ,对 其 他 问 
题 会 更 复杂 一 些 。 

一 、Crank-Micolson 格式 

求解 方程 (1. 59) 用 (2.10) 式 ,并 令 04 二 1/2, 则 有 


ED Br P DE 
exo — EP J" = exp( Egr) uj D = i 
Bp 
2 2 
或 


C+ rap — Sgt} + ft) =~ + Pen H wh) 
这 就 是 Crank-Nicolson BHM, EATEN 


r 
uit = y gH =F witi a 2 和 1 “beh 一 2up cb eja) + ue} 


BU ext — BS A op RU Tt SE 2, HAEE 
h) BARRARE. 59) 不 仅 在 叶 间 精度 上 比 显 式 提 高 了 ,而 且 其 稳定 性 限制 亦 大 
为 放宽 。 事 实 上 可 以 证 明 当 03172 时 (2. 10) 是 无 条 件 稳定 的 格式 。 

=, 凑 分 格式 的 稳定 性 分 析 

令 (2.10) 中 的 8 二 0, 即 得 显 格 式 (2.7) 式 ,其 相 容 性 由 (2. 7a) 显 然 满足 。 下 面 用 Van 
Neumann 法 判 稳 、: 


Cap) .ee esi? a 
A IGI 得 :一 1 委 1 一 4yrsin2 fei 


BEARER >G HEARRE rS. BFL 


oera (2,12) 


可 见 , 用 显 格式 人 2.7) 计 算 (2. DHA Me BRIER, HSH K AME. MRR 

中 时 间 步 长 取得 稍 大 , E r> kok 计算 会 出 现 振 划 导致 计算 失败 。 通常 天 是 很 小 

Fee, tT A=0. 01,0 &<0. 00005, 因 此 为 了 保证 稳定 性 要 求 , 时 间 步 长 要 取得 非常 小 , 运 
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到 一 定 的 时 间 T 所 需 选 代 的 步 数 很 大 。 
下 面 对 (2. 11) 进 行 称 定性 分 析 : 


(+PDG 一 二 (Ge 十 Ge = Q r) + Fe +e) 


| g-4=n+ rcosBh _ 2 
— (J +r) — rcosph 


显然 ,只 要 ”>0, 都 能 满足 1G1<1, 故 (2. 11)? 是 恒 稳 的 。 这 是 隐 格 式 的 好 处 ,但 在 数值 求解 
时 计算 每 一 步 要 费 较 多 的 时 间 。 
三 、 全 隐 格 式 
令 (2,10) 中 的 98=1, 则 (1. 59) 的 差分 离散 式 为 
o 


exp(— AD) us =v, D’ = he (2.13) 


《1 — rug = uj 
ust) — phuh — det! + atl) = aj 
(2. 13) 称 为 全 稳 式 , 它 在 > 0 MBB REE Ch), 
、Du Fort-Frankel 格式 
对 01. 59) 所 采用 的 离散 格式 中 有 一 种 时 间 三 层 的 Du Fort-Frankel 格式 : 


ati 


zo | 


Mo ae a (2.14) 
HE HEM DTS ro 时 是 恒 稳 的 ( 见 1. 4.4 节 )。 下 面 分 析 其 相 容 性 。 其 截 
HREN 
„n Ad’ Fu) EA, 
六 | A 12 ari) t 
为 保证 相 窜 性 lim Tj=0 ER lim S= lim Ae 全 一 0。 这 说 明 为 达到 


相 容 性 要 求 ,A 不 能 取得 太 大 ,要 作 一 定 的 限制 。 例 如 取 A Ar 为 一 个 量 级 , 即 Ar/Az 
一 a, 则 差分 方程 与 下 列 微分 方程 相 容 : 


u _ fu ofu 
a at tt aT? 
; 这 显然 偏离 了 原 方程 ,因此 要 求 .一 -,r 是 1 的 量 级 。 相 容 性 要 求 当 Ar 取 一 定 值 时 ,A 
的 取 值 更 小 。 此 外 ,格式 (2. 14) 在 初始 条 件 和 边界 条 件 处 理 上 也 有 一 些 困难 ， 
五 、 非 线性 抛物 型 方程 
设 有 非 线性 方程 
w FF Cut) 
ae TPF (2.15) 


为 了 求解 时 不 受 稳定 性 的 限制 而 采用 隐 格 式 : 
Puy 一 u) = loa + (1 OEN] 
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i 


CY = Ca + k| 


a) ke Zer)" E E au" a 
上 + 3 0 


J 
取 
ayeat] aha a—] ja i he i E ayn a—] şa — a+] n 
DPT = Gey + Rau (2 = Çuf); + alui) + Au, Au, = ul — af 
j 
差分 方程 变 为 
Au = A OL 4 aaau] + (1 — 0u) 
即 
Au;= r (O82 Cau" Au] + Cu" 
= rha ta Y Aus, — 20 "tau, + Ce!) Aw,-; ] 
+ rE Y — 20) + aa] 《2. 16) 
写成 纯 初 值 条 件 下 的 矩阵 式 : 
1 -+ Žaru) — abr (u); ne 0 Au, 
一 abr Cul DI 1 + 2a@r Gu? D — arlu" l); tee Aus 
0 r 一 agree 1 + 200r Cu Dj) (Any, 
— 2rd" )i rey} ter 0 ui 
= riu") 一 ğru) r“) on u3 
F 0 us rl Yj. — orl wy 
ra 和 + DC gAn 
0 
=o 


(uP yh + arPCu "Aus 

其 中 wo. BWA Cee, Au 是 未 知 量 ,可 用 追赶 法 求解 。 

六 、 三 对 角 和 矩阵 的 求解 

1. babe 

《2.16) 的 矩阵 式 可 写成 如 下 的 递 推 式 ， 

— fjw; Bw Ywa = 8; (2.17) 

st th —9, rbal Y= — ralu! Yi, — B= —rfatu Fader 均 是 大 于 等 的 
BER. w=Au, 

由 第 一 个 方程 得 

Br — Yw: = ĝis 


È, = Ora Ht ray + ra + aru aeg — 2] 


一 hwi + Byte, — Yerws = dy (2.18) 
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令 b =Y, / Biev =01/ 8) M 


w = byw, Ho 
HERA. 18) 得 ;ws 一 Byrws 十 ws; 其 中 : 
b, = Y, g= Oy 十 Mth 
: By — ob)? Bz — Baby 
类推 可 得 
H 
名 0, b Bi 一 Mba) l 
= 人 十 pt 
Vo = Ou = B T mb,’ k 六 l, 


w; = bwp tu. foto led — anl 

Tee, oF“ WERE KORE Fu. MB WHAM wus! ui he 

可 按 下 列 次 序 求解 
w 一 by_ we vw Wya S ba F Uret 

这 种 方法 为 追赶 法 THRE. 

2. 对 直 赶 法 的 分 析 

上 述 4z= 人 的 线性 方程 组 ,4 是 三 对 角 握 阵 ,如 果 计 算 稳 定 , 必 要 求 : 

© 920, Bee, Yj; 

D B>y+7;; 

B Baer tY 
其 中 四 和 国保 证 在 回 代 时 每 一 行 对 角 元 素 占 优 势 ,而 中 与 久保 证 在 消 元 时 每 一 列 对 角 元 
素 占 优 势 。 在 (2. 16) 算 阵 式 中 ,上 述 三 个 条 件 均 是 满足 的 .这 三 个 条 件 使 扎 赶 法 稳定 的 证 
明 参 见 Milchell A. R. 等 的 著作 

3. FRA AFB Ag op Rae ATA 

WAO ERR BH BOT EK: 

— Ajj + By; — Cip = 4; (2,19) 

BH es=uo= 0, j= 1,250 J 1 Ay By O ABM ud 为 列 矢 量 。 在 二 维 或 轴 对 称 流 
动 问题 中 ,se; 是 4 维 列 矢 量 ,A4j,Bi,C; 为 4 维 矩阵 .对 (2. 19) 的 求解 与 前 面 所 述 的 妃 赶 
法 完全 一 样 ,只 是 要 进行 块 惩 阵 的 运算 。 


2.3 抛物 型 方程 的 其 他 问题 


2.3.1 抛物 下 方程 的 数值 边界 条 件 


在 分 析 微分 方程 类 型 时 ,介绍 了 解析 边界 条 件 的 提 法 和 为 保证 方程 解 的 适 定性 的 是 
解 条 件 的 提 法 。 当 进行 数值 解 的 时 候 , 应 考虑 数值 定 解 条 件 的 提 法 。 如 果 提 初 边 值 问题 ， 
初始 条 件 的 提 法 是 将 :一 0 时 各 变量 的 值 给 出 ,但 数值 边界 条 件 有 些 特 点 , 现 简要 归结 如 
F: 
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D 和 如果 提 第 二 或 第 三 边 值 问题 ,其 导数 项 也 应 用 差分 表示 ,此 时 边界 上 的 差分 格式 
与 计算 域内 点 的 差分 格式 可 能 不 一 致 ,因此 要 考虑 边界 数值 处 理 对 解 的 精度 的 影响 , 且 
Von Neumann 判 稳 法 的 结果 不 尽 完 善 (未 考虑 边界 差分 离散 对 稳定 性 的 影响 ) 。 

多 差分 方程 对 边界 条 人 性 的 要 求 与 微分 方程 不 一 样 。 例 如 一 维 双 曲 方 程 ,如 果 有 若干 
特征 线 不 指向 解 区 ,那么 就 对 应 有 若干 个 边界 条 件 不 必 提 .差分 方程 的 数值 边界 条 件 应 相 
应 合理 给 出 ,不 然 会 导致 解 的 发 散 。 

下 面 分 析 边 界 差 分 的 精度 与 内 点 差分 格式 的 精度 的 关系 : 


微分 方程 学 = 2 

初始 条 件 : zfkzr,0) = fir), E (0,00) 

边界 条 件 : | 型 | = Co 

差分 方程 取 (2. DA nug Hui tr a — Qui tel) AEWA), 
边界 差分 格式 采用 空间 前 差 : 


oe 一 yt) — ust? — ug — pet 
(2) = h = Ci + OFA) (2. 20a) 


显然 ,边界 上 的 空间 精度 低 于 内 点 差分 解 的 精度 。 
为 使 边界 精度 与 内 点 精度 相 匹 配 ,可 用 截断 误差 匹配 法 。 


[=] 一 一 一 Co 十 OO 
工 一 恬 


ZA 
at = ul — ACE 
对 (2,7) 式 取 7 一 0, 得 ; 


usta ug + rut — 2us + wa) 


2. 20b 
= (1 — 2r )ug + rim — ACH S220? 
下 面 举例 说 明 。 
考虑 XM, o<] 
ulr, 0) = 0, 
waa) = 0,| 2] =—-],4>0 
r= 
用 分 离 变 量 法 得 解析 解 ，; 
wast) 1 —2— SY) ap — Dcos ee — | eel va 
i z? pa cos 1) 2 exp| — (28 — 1) T 
由 上 式 可 得 : 


2(0.4,8) = 0. 090711 (xz 一 0.4,! 一 8 时 的 解析 和 解 》 
用 差分 求解 , 取 J=20,h=1/20,r=0, 2,4=0. 0005,8; 
ua( 一 阶 精度 处 理 边界 (2. 208) 式 ) 二 0, 099872,e=10% 
t#《 截 断 误 差 匹配 ,二 阶 精 度 处 理 边 界 (2. 20b) 式 ) 二 0.090468,e 二 0. 3% 
图 2. 1 还 出 了 相对 误差 e 随 而 变化 的 曲线 (一 8.0), 可 忆 用 误差 匹配 法 可 使 解 的 
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精度 提高 很 多 。 
数 信 边界 条 件 的 处 理 较为 复杂 ,对 其 一 方程 行 之 8 

有 效 的 边界 条 件 处 理 法 对 另 一 些 方程 ,尤其 是 某 些 非 

线性 方程 ,可 能 有 问题 。 常 常 通过 数值 试验 来 解决， 
2.3.2 边界 条 件 对 稳定 性 的 影响 


已 知 对 (1. 59) 式 用 差分 格式 (2.7), 稳 定性 条 件 是 


边界 : OM) 


Orl, 在 边界 上 的 差分 格式 是 (2. 20b) 式 ;wt! 二 0 05 lo 
(1—2r uh 2r (ui —ACD). FEA Von Neumann 稳定 Poe 
性 分 析 法 分 析 边 界 上 的 放大 因子 Go: 


Go = Q — 2r) + 2re™ = 1 — 2r(1 — cosBh) + f2rsingh 


iGo | = [1 — 2r€1 — cosPh) (8r? 一 ar) JE 
H |Gol1 得 ; l 
(8r? — 4r) = Our | 1/2 
XPREES ESHER A RW EHRA AHR. A ER RRR 
和 稳定 性 上 均 与 内 点 匹配 。 
当 边 界 条 件 基 岂 导数 形式 表示 * 面 且 此 导数 与 变量 有 关 ,那么 边界 差分 处 理 的 稳定 性 
就 会 对 内 点 的 稳定 性 产生 一 定 的 影响 。 


例如 微分 方程 
ou F 
z pars] 
Ri 
ag 7 Alu — B), s= 0,8 >0 (2,21) 
= Aste — Bs), c= 1,4>0 


其 中 A) Az BB: 均 为 常数 , 且 AS 0,40, 
#4) fe FTCS = (12r tray tas-1) fH 0, ly 


SD FE EF a A ot 
ui — uža = AA GG BY), ce = 0 
iy, — ey = — hA u — BL), c= 1 
为 便于 将 进 界 点 和 内 点 一 起 分 析 ,差分 方程 写成 如 下 和 矩阵 形式 ， 
uw) +Ak) 2r 0 0 0 uo |" 
ey r il~? r 0 0 uy 
= 0 
Wj] ses aoe "ae an 0 yey 
ity 0 0 = Or 1 — 2rtl + Asli U uy 


43 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


2rA BA 


0 
+ : 
0 
2rA,Boh 
即 ， 
wth Au + (2. 22) 


稳定 性 要 求 AKITO. FRARERR ED AY RRS. 

DHE 4A 的 特征 值 的 最 大 模 不 能 超过 任 一 行 或 任 一 列 的 元 素 模 的 和 , 即 特 征 值 在 盖 
尔 圆 内 (Gerschgorin’s Theorem}, 

QAP 为 第 * 行 除 对 第 元 素 外 各 元 案 的 横 之 和 ,那么 矩阵 4 的 特征 值 4 至少 置 于 
AR Aal SP 中 。as 是 对 角 元 案值 。 

应 分 析 三 类 特征 和 值 ,j 一 0,j 二 J 及 内 点 ; 取 其 中 对 r 最 严格 的 限制 作为 全 解 区 的 稳定 
性 限制 。 

《1) A j=0 处 :as 一 1 一 2 人 01 十 4 P,=2r, 

la — O 2ra 十 AWJ S 2r 

Wiz M | 解 得 ;部 过 1/ (2 十 1 有) 与 7o 世 1/41h。 按 最 严格 的 限制 应 取 前 者 。 

(2) 闻 理 ,边界 j= iri OAA) 

(3) 内 点 处 :+ 所 1/2。 

所 以 ,全 解 区 的 稳定 性 限制 为 


oi 1 1 ] 
一 .23) 
rema Ab 2 + AR aon 


2.3.3 解 自 件 搜 物 型 方程 的 框 元 (box) 法 


这 是 Keller 1970 年 提出 的 方法 ,具有 一 阶 精度 .无条件 稳定 等 优点 。 现 介绍 如 下 ;: 
微分 方程 ， 


Zatz) |, a(x) Bao 20 
定 解 条 件 : 

人 = fir), 0< 21 

u(O,t) = g(t), ul = ge), £ > 0 


构造 框 元 法 的 关键 是 将 二 阶 方程 化 为 WBA: 


a(x) 型 一 

(2, 24) 
dw ht 
3r ot 
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ERR: 


e fer), vlr, 0) = alx) 4 as 


HCOE) = got), H(t) = #10), 2 > 0 

TEX A HET SRRI. EY. a SL ERRE KTR 
Kyo = OX = xja thy FH lyd 
fo = Os ty = tenn + Bes A= 12 N 

hok 是 变量 , 见 图 2.2。 将 方程 组 按 下 式 离 散 : 


aj} u I = Wl, 一 ] ,2 
Lj sl god E E © E 
AE 2 -v= pl A WA}, n= 12N 
(2. 25) 
式 中 
Pad T ieg + fiind 
1 sf aaa u Bev, 
go? a HOi: + $7") 


上 述 格式 空间 .时 间 均 用 后 差 ,系数 变量 用 空间 平均 
值 ,以 保证 无 条 件 稳定 。 它 可 用 于 非 线性 问题 。 抛 物 型 方程 差分 格式 较 单一 ,大 部 分 用 时 
间 前 差 , 空 间 中 心 差 ,用 上 述 知 识 基 本 上 就 可 进行 分 析 了 。 


2.4 一 维 双 曲 型 方程 的 差分 格式 


2.4.1 模型 方程 


工程 问题 的 控制 方程 是 Euler FERNS. 方程 . 为 了 反映 实际 流 场 ,方程 是 多 维 的 ， 
边界 也 较 复杂 。 为 了 弄 清 数值 计算 的 一 些 机 理性 问题 ,提高 计算 效率 ,验证 新 的 格式 的 效 
巢 , 可 先 对 简化 的 模型 方程 进行 研究 , 热 后 推广 到 一 般 问题 中 去 。 


Euler 方程 组 ( 非 定常 ) 的 模型 方程 是 ， 
du au 2 
oe +a a= 0 (1. 58) 
或 一 维 双 曲 型 方程 组 
af = 2 af _ 
F an 2 一 十 Az. 一 站 (2. 49) 
AF f EIRE, A= 2 F a Jacobian ARBRE. 
对 N.S. 方程 组 ,最 简单 的 模型 方程 是 Burgers 方程 : 
Ju M s iu 
y 145, I oy (2. 26) 
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这 是 既 有 对 流 项 党, 又 有 耗 散 项 7 的 模型 方程 ,而 且 在 定 解 条 件 下 有 通 解 ,便于 


与 数值 解 进 行 比较 。 Y= p/p ere TER, 
我 们 先 分 析 (1. 58) 式 的 差分 解法 ,再 介绍 Burgers 方程 的 数值 解法 ,万 其 对 于 可 压 流 
中 间断 ( 激 波 ) 的 求解 作 些 分 析 ， 
2.4.2 双 曲 型 方程 的 迎风 将 式 
微分 方程 ， 
a Fa 5 = (1.58) 
如 边界 条 件 是 半期 性 的 , 则 可 用 分 离 变 量 法 解 之 ,得 ， 


w(z,t) = uj . AZn * AE) = utp pel hae 
代入 (1. 58) 得 : 


du eiae yO 
i +a a T 0 
今 
oe = ui tj- 
Br Az ’ 
WA 
dogiar + Aue _ pef -lhAzy = 
te 一 一 roe — eA — ov, a =~ A =e mas) 
' 由 此 解 得 ， 


v= Ce" 

TARVER WS BTL Ht u Cnet) 二 we BR ABER v hiss Bq 
Re(a)<0Ce 的 实 部 小 于 零 ) , 故 必 有 a>0。 所 以 对 于 方程 (1. 58) ,如 用 空间 后 差 高 散 a : 
则 为 保证 计算 稳定 ,se>0; 反 之 , 若 a<0 则 空间 差分 必须 用 前 差 ,否则 不 稳定 ,这 就 是 迎风 
格式 ,又 称道 风格 式 {Upwinding)。 现 说 明 如 下 ; 


A 前 的 系数 = 表示 波 运行 的 速度 ,十 表示 正方 向 的 波 运 行 速度 .讨论 的 标准 点 是 


j 点 见 图 2.3)。 当 a>0 时 , 因 | 六 | = a , 即 后 差 才能 使 解 称 定 ,差分 的 指向 与 
波 前 进 的 方向 相反 , 故 丈 迎 风 或 逆风 。 

FA SERA EM SME aL > 0 时 (1.58) 式 的 FTBS 
IN EHR O<o< 1 Atma A OL mA 1 正 是 微分 方程 (1. 58) 
BLA RON A a ER RARE PPR A NR D ONL Te 
PAGAL. BRR 2. 4 分 析 AL +1) AIRE RAE OCT EE, (ROLE 


BA 4 ,差分 方程 的 稳定 性 要 求 为 A < 二 , 即 依 束 区 为 CA'A4。CA'A 包含 了 B44。 若 
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一 OF] P= n-e- 
着 分 方向 
< 二 一 一 ! 
CC n x 
jai j M ak jA i 了 +1 


Bl 2.3 图 2.4 

RAAERHRKF RAPED RR, WEARER BI E AO EE 
HARPER TKO BASZRSH RA ORPSO ARH REY ,或 不 合理 。 

RR os 的 条 件 称 Courant-Friedrichs-Lewy Æ fF (1928 年 提出 ), 人 简称 C.F.L. 条 

__ [au At, Fu ,aAzT 

件 ia # Courant 数 (CN)。 差 分 格式 的 截断 误差 全 = 一 [ZF Oty e] + 
OU, 有 ) 。 故 上 式 格式 为 一 阶 精 度 的 格式 (空间 与 时 间 均 为 一 阶 精度 )。 

2.4.3 Lax-Wendroff 格式 


由 于 迎风 格式 是 一 阶 精度 ,人 们 为 了 提高 精度 曾 设想 用 中 心 空 间 差 分 格式 ,如 对 
(1-58) H FTCS 来 离散 ， Legh — 7) 一 一 a Fp (uy, 一 ia). BRLMRBESBE 


的 格式 。1954 年 Lax-Friedrichs 提出 : 


4 [ug Eagan + gd |t Ser — wd =0 (2.27) 


由 此 得 


a> |a 


Gk, B) = cosfh 一 issinfh, o = a+ 


IG |? = |eos:Bh + o’sin? Bh |? 
AIGIS 得 :1o| 志 1, 其 稳定 性 限制 与 迎风 格式 相同 ,但 其 精度 未 见 提 高 。 截 断 误差 


的 前 两 项 为 
Fu a: Fu Ae Fu ah? (2. 28) 


通常 hk 为 一 常数 ,因此 Lax-Friedrichs 格式 的 精度 仍 为 人 ,精度 未 见 提 离 ,而且 
差分 格式 选择 不 如 迎风 格式 那样 与 特征 线 走向 相 联 系 ,使 用 效果 不 理想 。 

为 了 建立 二 阶 精度 的 格式 , 先 对 it) 用 Taylor 级 数 对 上 展开 ,使 之 保持 二 阶 精度 , 即 
略 去 如 (本 ) 项 ,然后 让 空间 靖 分 也 保持 略 去 O( 人 本) 项 的 格式 ,构成 截断 误差 首 项 具有 
OR BD ES, 


wr map tala) 4 ELS 


"+ 008) 
了 
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将 


che 三 -二 a Fu _ „27u 
a ax’ a Jr? 
代入 上 式 得 ， 
a a ee a)" atk? Zu)” 3 
ayes ae ME ; > | ax p FU 
将 
ee 
ax}, oh tl Hina 
K 
Ea j . 1 时 A m 
aa = pa Hie — guj + Hja) 
代入 上 式 得 ， 
atl] n a ” B g a a 4 
te; = up 2 Cah = tj) + D Up = Zu; + uj) C2. 29) 


称 此 格式 为 Lax-Wendroff 格式 ,并 可 求 得 Ck, 名 为 
G=1— zer — ey 十 Ee” —2+e™) 


HIGI, EM ol, FA, Lax-Wendroff 差分 格式 的 稳定 性 条 件 与 迎风 格式 一 

样 ,但 精度 提高 ,其 截断 误差 为 
Fu ke Fu ah? 
= [总 -和 Brs 3 


可 见 , 它 具有 二 阶 时 间 和 空间 精度 。 
2.4.4 由 特征 线 构 造 二 阶 迎 风格 式 


双 曲 型 方程 中 有 特征 线 存 在 。 若 差分 格式 的 构成 符合 特征 线 原 理 就 易于 使 用 。 在 
(1.58) 中 设 ae>0, 刚 特征 线 斜 率 dr/dr=1/a>0, 

如 图 2.5 所 示 ;# 时 各 变量 Hras 1 ye" 均 
Ee, SRR wt Bl PRA. 过 PP 作 特 征 线 PQ, 
并 假设 C.F. L. 条 件 成 立 , 风 由 相 容 性 条 件 有 uP 
=2(Q), H 


T + OCA) (2. 30) 


AQ = ak = keteg), 
(1) 如 在 ALB PS RE. LAE Q 处 的 


ja ja of jel H2 x 


u fA. el 2.5 
u(P) = utQ) = u(B) ae ease ZAQ 
Rp 
yt) = Ei + 1 = a uh = C1 — aa} + dua 


这 就 是 迎风 差分 格式 (1. 63), 
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(2) 用 ABD EARRA 
uP) = u(Q) = uC A) — o[ulA) — «(B)] — ah? [u(B) — 2u(A) + #(D)] 

即 

iG =g Flees =d + Fa, ag Ha) 


这 就 是 Lax-Wendroff 格 趟 (2. 295, 
(3) 用 4.B.C 三 点 拢 物 线 种 值得 


w(P) = u(Q) = uA) ~ o[u(A) — u(B)J — A= Druce) — 2u(4) + u(C)] 
即 


ui = wt — ool — Ww) 一 acl 3 g) 


这 就 是 显 式 二 阶 迎 风格 式 。 其 放大 因子 为 
G = i 一 gil ey + rae is of1 _ De + e Bey 


(uh — Bte + fn) 《2. 31) 


= 1 — 2esin’ fh = $a — o}(4sin* er — sin’ fh) 一 josinBh| 2 + (1 — ¢)sin’ | 


|G]? = 1 — 4a€1 — a)? (2 — 0} sint a 


HEGI HR oz, 
BY UR a Ce oe eB EH AE RR eS PR 
A, Ok, h)a 


2.4.5 BRA 


1. && A, Wendroff 格式 
对 方程 (1. 58), 如 用 显 式 FTCS 格式 离散 ,其 差分 方程 是 恒 不 稳定 的 。 现 用 耻 式 
Wendroff 格 式 


去 [Go +5) — her + a] + SCG + wh) — Cat! + wp] = 0 


(2.32) 
2. Crank—Nicolson 型 烙 式 
pen = 15) + Et — uff + wis — wpa) = 0 (2. 33) 
这 些 是 无 条 件 稳 定 的 格式 。 和 格式 2 的 截断 误差 为 
[E du, Se nT 323 
| 


故 它 为 时 间 与 空间 均 为 二 阶 精 麻 的 格式 。 
由 于 双 弗 型 方程 大 都 用 在 解 可 压 流 问题 , 且 大 都 有 特征 线 存在 ,因此 在 上 面 介 绍 的 格 
式 中 迎风 (一 阶 与 二 阶 ) 及 Lax-Wendroff 格式 的 改 型 MacCormack 是 在 工程 上 应 用 较 多 
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的 。 一 些 新 型 格式 将 在 以 后 介绍 。 
2.5 一 阶 双 曲 型 方程 组 的 差分 格式 


FE 


或 + 

ou oe 

pY +A-—=0 (2. 34) 
AP F=F(u) Bu MBSR u= Cyt tind EIRE, 4 一 时 是 Jacobian 矩阵 , 如 


打上 述 方程 是 双 曲 型 方程 组 ; 则 4 为 mxm RE HA m PE SE bF 
在 一 个 非 奇异 矩阵 已 ,使 得 


A 0 0 

0 0 
A= PO AP = te 

we 0 - 0 

0 om 0 A 


P 的 构成 可 由 A4 求 出 特征 信 , 再 求 出 相应 的 右 特征 矢量 而 构成 逢 阵 。 使 用 (1, 57) 式 
的 形式 ,方程 组 化 为 
dw 
dx 
从 而 化 成 mw SIERRA ROT ACRE o= Pu), PGE Ay ae Ae 的 正 负 号 是 不 同 
的 。 下 面 针 对 .上述 方 程 构造 合适 的 格式 。 
—, Lax-Wendroff 格式 
将 一 维 双 曲 型 方程 的 Lax-wendroff 格式 延伸 到 方程 组 ,得 
zf+l 一 要 一 FA 一 ue) 十 SA 一 2uj + uD 
HH as AAt/ Ar BIKE , AS Jacobian 矩阵 ,并 假设 为 常数 。 下 而 分 析 其 称 定 竹 。 
G(B,h) = I — iasinBh « A — & (4 — cosBh) A’ 
设 4 的 特征 值 为 4,G 的 特征 值 为 x; 则 对 矩阵 多 项 式 而 言 ， 
p=] — iosingh - A— 6. — cosphi A 
Jæ? = 1 — 4r (1 — A sint (8/2) (2. 35) 
稳定 性 要 求 谱 半径 GOLL, B etl, B C2. 35) 得 ;ah = ao AIS, MT 
Lax-Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 为 


ap(A) = AL A) <1 (2. 36) 


如 果 AERE MU ERAS RH BM RAV RR. AAS. 
此 条 件 亦 称 为 双 则 型 方程 组 的 C.E.L. AF 
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二 , 一 阶 迎 风格 式 
ait. ote ake pie A "1 em Ju _ = a 
考虑 Pe a a 0, 并 将 其 转化 为 类 似 于 (1. 57) 的 形式 元 pA 0h AR om 4 


特征 值 存在 , 则 有 
2 + 2 = 0, i = 1,2, °°, 
HD RA PIER 


at 一 好 一 ef tat AD Cae — af) + Fan [A] Cah) 一 aft) | (2. 37) 
式 中 e=Ar/Ar, IRF 人 -9,4<20 均 是 迎风 的 。 改 写 为 ; 


wf) = af SA — wha) G TAN Ce 一 20 十 加 -1) (2. 88° 
RE of 后 ,由 = Pol eh us, 
下 面 分 析 其 稳定 性 ， 


CRA) = I — iasingh + A + elcosfh — 1) lAl] 
其 特征 值 为 
(G) = 1 — iasinfh + A, + a(cosPh — 1) |As] 
jel = [1 — 2e|A, |sin?(8hA/2) F + o Azsin? Bh 
=] — tal Anj — ea, |)sin?( 8h /2) 
FA BS ETE BER | 2 | man E a max [hs ll1, FE e max | A, S] 满足 Von Neumann 
Rt. MG BH A, BREE, a CRA C.F. 
=. RRM BRE 
Bay Ce BE Et A 2 a SR SE Se EE 
的 正 负 来 确定 格式 的 空间 差分 方向 ,这 是 较为 麻烦 的 ,下 面 介 绍 分 离 系数 矩阵 法 解决 此 问 
fal. 
微分 方程 组 ， 
x TAG TO 
uh m ERREA A mxm OR, PHRASE RRR. 
C1) AHERE A KIHEHE ALA, A, ARAE A 
(2) 将 正 特 征 值 与 负 特 征 值 分 开 BRAT MABE 
A=At+ A 
其 中 Atty SME EAE 0, AP ARE EES bE OO, AL AT A ARTE AY fi eh 
OFLA FEE, 
(3) 由 4 中 各 元 率 分 别 求 出 右 特征 矢量 组 成 矩阵 已, 并 求 PC. 
(4) HBR 4 一 P4P-! 一 忆 (4+ 十 和)PI 一 4+ 十 4 。 式 中 ARATE A EN ARH 
阵 ,4- 为 特征 入 为 负 的 系数 矩阵。 
(5) 将 微分 方程 改写 为 


du Hi Hu dig 
> + 4 


che 
xja Se 
3r 2t A ax A ar 0 (2. 39) 
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(6) 对 4+ E REAR a 4- SE 取 空间 前 差 ,以 满足 迎风 要 求 。 妈 
Mo A% n (AT+ 4-) H = (AT ut + A” ur) 
Rp at 要 用 后 差 迎 风 ,uz SAWS ARM RAE WH PER ERP 
一 步 要 用 二 阶 迎 风 。 具 体 做 法 如 下 ， 


a z H a a 一 7 e] 
a“ = ey mi erat (3x5 Ay + wa) + A 《Cai = w) | 
ae ee RFI Bip HT aT tl re 9,041 — pH 
H; i Hj he, T [A (2; i) + A 《 345 十 pt! atti] 
2 Ax 
(2, 40) 


这 里 说 明 一 下 ,对 X RAHM, at 为 例 , 令 4+ SH 
A Geo i bany Taylor 级 数 展开 可 得 4+ (X SE SS 十 | ,因此 具有 
二 阶 精 度 。 
四 、 显 式 多 步 格式 
旺 式 差分 格式 的 一 般 形式 是 :w+! 一 Zw。 是 空间 差分 算 子 式 。 为 了 提高 差分 格式 的 
精度 ,放宽 稳定 性 限制 ,简化 非 线性 微分 方程 计算 ,无 论 显 式 或 降 式 格式 常常 采用 多 步 格 
式 。 一 般 形式 为 


aunt! = wl 


4 
wT = BP + Hy 《2. 41) 


常用 的 是 两 步 格式 。 如 对 双 有 曲 型 方程 级 (2. 34989 MacCormack BOER: 


预测 步 ， 
ul) = ut — al Fs, — FP 
校正 步 ， 
su CR 一 ET) 
paiT 
ntl ~ te (2.42) 


FEE. Ae ose 校正 步 用 空间 前 差 也 可 写成 MacCormack 两 步 格 式 ， in 
=A ABA BEE WAAC. 42) 可 写成 ， 


预测 步 
a = ui eA — 2%) 
校正 步 ; 
wT 一 ut) 一 ea 一 ett) 
uf! = (2. 43) 
可 以 证 明 , 在 有 4 为 常 系数 算 阵 的 情况 下 ,上 述 烙 式 妈 为 Lax-Wendroff 格式 。MacCor- 
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mack 格式 具有 时 间 与 空间 二 阶 精度 。MacCormaek ate 20 世纪 70 年 代 曾 得 到 广泛 应 
用 。 
当 A 为 常数 时 ,方程 组 (2. 34) 的 Lax-Wendroff i 
i a — Beaty = i + Baga — gj ta) 


上 式 的 两 步 格式 即 (2.43) 式 。 


2.6 双 曲 型 方程 的 修正 型 方程 及 解 的 分 析 


由 于 戴 断 误差 的 存在 ,差分 方程 的 精确 解 也 不 同 于 微分 方程 的 精确 解 . 下 面 遂 过 分 析 
截断 误差 中 一 些 项 (包括 偶 阶 和 奇 阶 导 数 项 ) 对 解 产生 什么 影响 ,进一步 了 解 差分 数值 求 
fe HY LEE 


PAF + a = 0,a > 0 为 例 ,并 考虑 用 FTBS 离散 ， 


ze = yt — aalul — Hi), a = At/Ax, 


将 差分 方程 Taylor 展开 得 ， 
ae me __ Atu APR | aAr Fu afr’ Fu 
a %3 2 at 6 at 十 a 6 ao “} 2.44) 


因 截 断 误 a 
项 均 化 为 空间 导数 项 ,导出 修正 方程 。 


2.6.1 差分 方程 的 修正 型 方程 ( 疏 型 方程 ) 


由 于 在 差分 方程 中 差分 解 不 满足 至 十 a SE 一 0 而 满足 (2. 44) 式 ,因此 在 改 型 时 可 采 
用 如 下 方法 ;对 差分 方程 取 时 间 导 数 并 有 冬 上 适当 的 系数 消去 时 间 导 数 项 ,主要 取得 改 型 修 


正方 程 截断 误差 的 前 两 项 。 
ASE 2. 1 得 

du de, kat—ah Fu lah ak _ akh) Pu .. 

| ae ee n J - 
即 

che a  ah—-ka Fu ah ak? | ahh! Fu 

[¥ +a% = 3 fu | 6 “a t | Jri J (2, 45) 

aS ME Ye A RRS 
F a # 
Te = Ëa — aa) o Sh 十 ah S -4 č], Ste (2. 46) 


上 面 推 得 的 是 迎风 格式 的 修正 型 方程 。 毗 然 ,不 同 的 差分 格式 ,修正 型 方程 的 Ta 是 
不 一 样 的 ;同一 差分 格式 ,微分 方程 不 同 , 修 正 型 方程 也 不 一 样 .从 收 正 型 方程 可 得 出 如 下 
结论 : 
DO 对 同一 微分 方程 ,采用 不 间 的 差分 格式 ,可 由 修正 型 方程 的 截断 误差 Tr ERK. 
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再 5 一 5 十 而 0 0 0 Wm 0 了 T k iad 
ae aoe 0 0 roa o | ole» |r Fe FRO = + TR -一 
0 ma 0 0| 7] 1 TEM OH ga 
1-4 wo o} 0] ® |] 1 Fe EHD tess ee 
a i 0 1-4 s- |e} oo} jt FIODHA t 
S 0 0 4 w 0 $ v I MYT =(DEG DAUM 
ve =e ree Pad ge were | Æ| te | e 
ne ne ne ne ne ne | ng ne ip 
1°23 
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HF a 至 一 0, 采 用 FTCS,FTFS 等 离散 所 得 修正 方程 的 截断 误差 是 不 同 


的 ， 
FTCS: Tac = ak Z $ ah*| 22 = ; < 2 he (2.47) 
FFFS: Ter = = O + aa) i at ~ l ae). ey (2. 48) 
a Lax-Wendroff : Tpi, = = = ae i sy war (ata? —1) + Ze 
eae or oe (2.49 
(2) 用 迎风 格式 解 方 程 (1. 58), 4 a 一 aa 一 1 时 ,Tas 一 0 差分 方程 的 解 就 是 微分 方程 
的 解 。 


(3) 从 Tx 的 首 项 可 判定 格式 的 空间 精度 。 如 迎风 的 空间 精度 为 一 阶 精度 ,因为 它 的 
第 一 项 是 O 人 中心 差分 与 Lax-Wendroff 格式 的 空间 精度 为 二 阶 精 度 . 这 样 确定 的 精 
度 较 易 理 解 。 


2.6.2 数值 耗 散 (Dissipation) 和 数值 弥散 《Dispersion) 


NT AMELIA Te = D Dn TE 的 存在 对 差分 方程 解 产生 的 影响 ,我 们 通过 对 解 
的 讨论 来 分 析 。 因为 4 一 人 z,4 一 人 ! 都 是 小 量 , 故 Ta 的 后 面 各 项 均 是 高 阶 小 量 , 主 要 分 析 
其 前 两 项 , 即 对 奇 阶 导数 项 与 个 阶 导数 项 的 首 项 进行 研究 。 
MONEZ pa = 0 的 解 为 。 
u = SA? (2.50) 


a 
这 是 微分 方程 的 解析 解 , 由 若干 个 分 立 滤 述 加 而 成 。 
一 、 当 方程 右 侧 出 现 二 阶 或 四 阶 空间 导数 项 时 


ou ou Fu Fu 

X ta% — p78 +p, oH (2.51) 
此 方程 的 解 为 

m = DAge er (2.52) 


B 
即将 解 (2, 52) 代 入 (2. 51) 自 然 满 足 。 分 析 mou 可 以 看 到 ,4s 是 波 的 振幅 ,a 是 波 的 传播 
速度 ;方程 右 侧 出 现 的 偶 阶 导数 项 没有 改变 波 的 速度 和 相位 ,只 改变 了 波 的 振幅 ,这 可 由 
《2. 52)u 的 振幅 A 得 知 ， 
An = AR em (2.53) 


u = > Ape’? (2.54) 
É 
振幅 As 随 时间: 的 增长 而 变化 ,为 保持 不 同上 8 时 w 的 振幅 有 界 , 必 要 求 D.>0, D 
0; 从 而 使 振幅 在 :增加 时 衰减 不 发 散 。 这 种 由 于 数值 计算 中 存在 偶 阶 导数 项 截断 误差 而 
使 解 的 模 衰减 的 现象 称 为 数值 耗 散 ， 


cr 
oo 
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二 、 当 方程 右 侧 出 现 奇 阶 导 数 项 时 


pr = D,2 Zu + p, Tt (2.55) 


此 方程 的 解 为 : 
= >) Ae lar — (a + DF + D388] (2. 56) 
8 
可 见 波 的 据 幅 与 (2. 50) 一 样 设 受 影 响 ,但 波 速 由 a 变 为 
a, = a+ Df + De 
REZENE Sy RE Ds A (ES BB A 。 
总 结 上 面 的 分 析 可 得 出 如 下 结论 ， 
(1) 将 微分 方程 离散 为 差分 方程 后 ,通过 修正 方程 的 建立 ,得 出 的 差分 方程 较 微分 方 
程 在 等 号 右 侧 增加 了 截断 误差 项 。 这 是 由 离散 引入 的 。 由 (2. 54) 式 可 见 , 其 偶 阶 导数 项 使 
PE TRIE A E FEBA ,为 保证 解 的 稳定 ,振幅 只 能 赛 减 , 因 此 ,二 阶 导数 项 的 前 系数 必须 为 
正 , 四 阶 导数 项 的 系数 必须 为 负 , 即 从 振幅 不 增长 的 角度 来 看 ,要 求 De 的 正 负 由 下 式 决 
定 ， 
Dy = (> DH | Dam ， m= 1,2 (2.57) 
差分 方程 的 截断 误差 中 m 最 小 时 首 项 的 系数 Da 是 否 满 是 上 式 是 判别 此 差分 格式 是 
和 否 稳定 的 标志 。 例 如 ， 
Te .1—aa>0, aal 为 稳定 性 条 件 ( 由 (2. 46) 式 ); 
Tre D= (a k/ 2) <0 TGR AEA BE CR (2. 47K): 
Tu 中 ,es 一 1)<<0,aa<l 为 稳定 性 条 件 ( 由 (2. 49) 式 )。 
上 述 这 种 方法 称 为 Hirt 判 稳 法 。 它 为 我 们 在 数值 计算 中 如 入 人 工 粘 性 提供 了 依据 ， 
即 在 差分 方程 右 侧 加 入 人 工 粘性 时 ,其 系数 的 正 负 号 应 遵循 42. 57) 式 ，。 
(2) 求解 微分 方程 时 , 解 出 现 耗 散 有 两 种 。 一 是 微分 方程 本 身 有 耗 散 项 存在 ,如 空 十 


a% = 7 28 中 的 了 E SRE LEY ANS. REO, A 


TENC ea FE 截断 误差 中 存在 的 偶 阶 导数 项 的 影响 , 称 为 数值 耗 散 , 它 是 
非 牺 理性 耗 散 。 

又 从 (2.53) 的 分 析 可 见 ,增加 时 ,: 一 跑 增 加 ,波幅 的 数值 耗 散 加 剧 , 即 衰减 加 剧 ;8 
增加 衰减 也 加 快 。 其 中 B=2x/4 称 波 数 ,4 为 波长 , 故 短波 衰减 快 ,长 波 衰 减 慢 。 

(3) BEA RRR PH TA SRT. CEPR RRR ARE, 
出 现 相位 差 ,长 渡 弥 散 小 ,短波 弥散 大 , 奇 阶 导数 系数 D;、D; 等 的 正 负 号 及 大 小 由 不 同 格 
式 来 确定 。 在 求解 过 程 中 ,弥散 可 能 导致 解 所 荡 , 但 有 时 拔 荡 并 不 导致 解 的 发 散 。 

(4) 不 同 的 差分 格式 实质 上 就 是 过 导出 修正 方程 中 不 同 的 奇偶 阶 导 数 项 。 如何 使 这 
些 项 能 较 好 地 反映 解 的 真实 性 将 决定 差分 格式 的 忧 劣 。 
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2.6.3 Von Neumann 判 稳 的 放大 因子 但 与 耗 散 和 弥散 之 间 的 关 条 


一 、 一 般 叙 述 
对 微分 方程 学 + aS = 0 的 精确 解 ,我 们 用 Fourier 表达 法 写 出 ， 
ujAznAt) = JAg TA DA T A 
F] F] 


R—T ote BURRS EEN 8 进行 分 析 ， 
WHT) ~ Ae eT ao 
HTE AE T A 时 ， 
u(r, (n + 1k) = urt + At) ~ Age Br 
所 以 ,对 精确 解 来 说 ,放大 因子 


ulr, (n t Dk) -at ithe 
G, = ems) =e = |G,le 
(G| = 1, $, =— afk = arctan ie (2.58) 
BON 1 即 振幅 没有 增长 : 幅 角 ©. 只 表示 增长 At 后 波 行程 的 变化 对 相位 的 影响 。 
考虑 差分 格式 FTBS; 
yt) = (1 — aaj 十 aar 
Gr = (1 — aa + aacosBh) — iaasinfh = {Gr |e*F 
其 中 
[Gr] = [1 — 4aa(l 一 aasinz a (2. 59a) i 
Ër = arctan sae een. = arg(Gr) (2. 59b) 


1 — aa + aacosfh 
很 显然 , 当 a=] 时 ,1Gr| 二 1, 名 = 一 各 二 一 Bha, 与 (2,.58) 相 比较 可 知 ,差分 计算 结 
果 的 放大 因子 与 微分 方程 解 的 放大 因子 一 致 ， 此 时 解 没有 耗 散 , 也 设 有 弥散 ;因为 ae, 


a Pe <1, 说 明 在 差分 计算 中 波 的 振 栖 有 不 同 程度 的 下 降 。 正 
如 前 面 所 述 ,这 是 修正 方程 中 出 现 偶 阶 导数 项 所 引起 的 耗 散 ,在 aa<<1 的 稳定 性 限制 下 ， 


振幅 不 会 增长 . 由 此 可 见 , 和 修正 方程 的 侦 阶 导数 项 与 放 太 因子 的 模 直接 有 关 。 叉 微 分 方程 
一 aasin fh 
1】 一 aa A ,这 个 


解 的 波 速 为 w 一 一 号 ,差分 方程 解 的 波 速 为 ar 一 一 FE = arctan 
波 速 的 变化 是 由 于 修正 方程 中 截断 误差 的 奇 阶 导 数 项 所 引起 的 。 相 位 误 善 马 一 (ar 一 ae) 
alge —1)t, gr=ar/aes W gr > 0 称 超 前 相位 误差 ,gr<l PAP HAIR 

PLAS Lax-Wendroff 格式 的 gp—2 JERR 2.6 中。 了 是 某 解 区 内 空间 网 格 
节点 数 。 按 定义 ,波长 A 二 2x/8;。 el a ARS, 


越 小 .由 (2 59) 式 可 知 , 当 Bh ARAN, Gr BT 1,07 趋 于 一 aaBh, 于 是 gr iss 1.3 Bh 
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增加 时 ,gs 越 来 越 小 , 且 趋 于 0; 对 超前 相位 
误差 的 格式 ,情况 正好 相反 。 从 图 2.6 可 以 看 
出 ,Lax-Wendtoff 格 式 是 灌 后 相位 误差 。 

二 、 由 G 导出 修正 方程 截断 误差 


对 于 微分 方程 
w +L) =0 (2. 60) 
差分 方程 为 > 4 6 8 10 12 14 16 18 xm 
Ju H _ = au a 
[H+ Lato} = Syd.) A] 2. 6 
(2. §1a) 
或 
+1 
= E 2 Domes Z F ye Fe az ra (2. 61b) 
差分 方程 的 解 为 
w = ulak, jh) ~ Ag"? = ene (2. 62) 
FEB ec" = Age 4 emrt ERR, 
将 ut ote FEA (2. 61b) 8: 
a= iJ Droni(— DAETH 十 ee prg” (2.63) 
ma] 
故 ; 
r= 》 Dal 1B”, 8 = D Dimpo DRT (2. 64) 
m=] m=O 
X 
Gs = (Gr le = tl 一 et 一 phg" 
所 以 ， 
In|Gr| = rk, er = e” 
由 《2. 64948: 
r= Hll = Pp- "ee (2. 65a) 
Žr m Ogm+1 
ê = 一 二 Dae 1) a {2, 65b) 
be 
(2.6D A PH In|Gr | Dr MEETA Ef; 
ln1Gr| = Sin iGel? = hfi — a — |G|] = SE Bh (2. 66a) 
m=) 
G 
@, = arctan ee = Lipa (2, 66b) 


比较 (2. 66) 55 (2. 65)? 式 两 侧 的 系数 , 即 可 求 出 Dins Dzwr1。 从 而 求 出 截断 误差 。 下面 
以 方程 (1.58) 的 FTBS 差分 方程 为 例 ,导出 收 正 方程 ,得 到 截断 误差 的 前 两 项 。 由 (1. 90) 
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得 ; In|Gr| = sia — [4e01 — o)sint FÉT} ,展开 后 可 得 五 , 值 , 从 而 由 (2. 65a) 和 (2. 66a) 
可 求 得 ， 


Dm = = D Emh], m = ly 


k 
A 一 i = “a 
间 理 ,由 (1, 90) 得 : Or = arctan = SOFA et 展开 后 可 得 Poms fE, JA TE (2. 65b) 和 
(2. 66b) AT RF: 
Domt re [Eime], m = 0, l2 


由 Dom» Domi: 5) FS RBA. TTR RR SM 
2.7 Burgers 方程 的 数值 解法 


考虑 N.S. 方 程 的 模型 方程 (2. 26) 式 , 即 , tH = PY ,其 线 化 后 的 形式 为 ; 


Ju Ju Fu 
gta Tba 4 注 均 为 常数 (2. 67) 


ax” 
(2. 67) 是 线性 方程 ,便于 问题 的 分 析 。 
2.7.1 差分 格式 的 稳定 性 和 网 格雷 诺 数 
如 果 对 (2, 867) 用 时 间 空 间 均 为 一 阶 精度 的 差分 格式 ,那么 半 离 散 铸 正 型 方程 ( 措 时 间 


导数 不 离散 且 为 零 , 只 有 空间 导数 离散 的 修正 方程 ) 的 截断 误差 首 项 是 D: 3 ,这 是 数值 


耗 散 项 .如果 雪 不 太 大 就 易 使 数值 耗 散 掩 阑 物理 耗 散 , 使 解 不 合理 .因此 , 常 采用 具有 二 阶 
精度 的 差分 格式 求解 (2. 67)。 下 面 选取 FTCS 进行 分 析 
Lat =) + $n — wa) = Btn — 2g + (2. 68) 
差分 方程 的 相 容 性 容易 证 明 . 下 面 用 Von Neumann 法 分 析 其 稳定 性 , O r=bk/h 0 
=ak/h 则 ; 


w= + Sa + A Bey + CF) 


et 
=2rcosBh + (1 — 2r) — iasinfh 
ri 2 2 
G G=GetiG,, W[ ETU] [SY =1。 这 是 一 个 以 2r Ao A, 


其 中 心 在 (1 一 2r,0) 处 ,为 保证 稳定 , 它 必须 被 包 在 IG1==1 的 贺 内 ,因此 ,稳定 的 充分 条 件 
是 2rs1 om] ,o<2r, Bf orl, 


由 o<1 Ge 


z K 
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新 以 ,其 稳定 性 条 件 为 : 


k< miaf E, © (2.69) 
从 作 图 的 情况 看 ,<c2r 并 非 必要 条 件 。 但 数值 计 


PRU <r RRE ESTED S 2, 比较 (2 


67) 与 (2. 26) 9% = A 2 EC 26) 知 ,了 二 5 所 
WA: 

R (2.70) 
EPa RTE, h RRR, EH, H C 704, 
SP RIR EE a 为 特征 长 度 的 雷诺 数 , 称 为 网 格雷 


谱 数 , 记 为 Re(Az) th <p 理解 为 网 格雷 诸 数 小 于 等 于 2, E, o<2r, ak Re(Az) 


S2 反映 了 流动 的 物理 状况 与 数值 计算 中 网 祝 的 相互 关系 。Re(CAz) 的 大 小 不 影响 稳定 
性 ,但 下 面 的 分 析 岩 明 ,Re(Ax)>>2 了 时 ,在 物理 最 有 罕 路 处 ( 奶 激 波 前 后 ) ,数值 解 将 出 现 
振荡 。 这 是 格式 本 身 的 弥散 引起 的 ,与 稳定 性 无 关 。 下 节 进 行 详细 分 析 。 


2.7.2 网 格雷 诺 数 对 数值 拍 荡 的 影响 


以 人 2.67) 为 例 , 并 考虑 定常 状态 : 


dz dx 


边界 条 件 ; uleg = tos wl, 一 
i 《2.71) 的 精确 解 为 ， 


u = up + (in — wm) le? — 1)/(e* — 1) (2.72) 
对 (2.71) 采 用 中 心 差 分 得 : 
b 
zaun Se Bay i Agi tit — Žu; + uja) = 36 
ER; 
AT 


(2 — S]a — iy + [2+ 2O7] a, = 0 (2. 73) 


分 析 (2. 73) 的 特 解 。 令 u, 一 R202 = ReCAz) 则 有 ; 
[2 — Re(Az) ]R? — 4R + [2 + Re(Ax)] =0 


求解 上 式 得 ， 
2+ Re(t 八 zx) 
R=, R= ERIAN 
所 以 ,(2.73) 的 通 解 为 ; 
2+ ReCAz) 下 
u = A + B Et RA | (2. 74) 
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下 面 通过 比较 差分 方程 的 解 (2. 74} 和 微分 方程 的 解 (2, 72) 进 行 分 析 。 
—, RefArI <1 
jn BABAR | a 
(TORRA uy AHR (RAP! 。 用 级 数 展开 ,得 ， 
et Ar) ROY 
uj = A + Be’ = A + Be’? (2.75) 
将 边界 条 件 代 入 (2. 75) 可 得 ， 
u = ta + Ce 一 uo) le? a 1}/ (et — 1) 
此 即 (2.72)。 所 以 , 当 Re(Ax)K1 时 ,差分 方程 的 解 即 为 微分 方程 的 精确 解 。 
T Rel Ana 
为 讨论 方便 , 令 边界 条 件 m= 0a =— 1 则 微分 方程 的 解 为 : 


(2, mohi PERSAN a REH j= OB ae = OF = J Birus =— LE totes 


代入 (2.74) A =- 1/0 R), B = 1/0 R A BRAC 748: 


A 
GEERT] 


当 Re( Ax) <2 (2. TORA MANTERE, HF jy 所 以 z 由 0 光滑 地 变化 到 一 1 
LE 2. 8), 差 分解 单调 收敛 于 微分 方程 的 解 。 

=, RelA) >? 

微分 方程 的 解 与 差分 方程 的 解 的 公式 同 (2.76) 和 (2.72) 式 ,但 差分 方程 (2. 76) 的 解 
中 分 子 式 {[2 十 Re (A 人 xz) ]/[2 一 Re 
(Aw) JF M4 EF 4 j 为 偶数 时 为 
正 , 为 奇数 时 为 负 , 所 以 差分 方程 的 
解 随 着 7 AR RY. iH Re 
(Ax) 的 增 大 而 加 剧 , 且 这 种 振 萝 不 
是 由 稳定 性 引起 的 , 面 是 由 数值 弥散 
引起 的 。 

上 述 解 析 解 与 差分 解 示 于 图 2. 8 
中 。 


1 
a 106 as CO ~ 
实际 流 中 , Re = 10 rh = Too 


=,ReCAz) > 2 ,由 弥散 引起 的 数 


什 钴 茵 是 不 可 避免 的 ,如 用 迎风 阁 式 ， 
则 用 二 阶 数 秆 耗 散 去 控制 三 阶 弥 获 ， 
消去 弓 荡 ,但 物理 耗 散 又 受到 了 数值 
新 散 过 大 的 影响 。 于 是 有 入 提出 用 高 


(2.786) 


H; = 
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于 - - 阶 空间 精度 的 格式 求解 N.S. 方程 。 
2.7.3 数值 弥散 与 人 人工 粘性 
为 进一步 说 明 RelA AF 2 时 ,数值 弥散 引起 的 振荡 ,可 由 FTCS 差分 格式 高 


BY pa oyi 后 的 差分 方程 进行 分 析 。 差 分 方程 是 : 
Ju Wm a Fu Fu du = 
T tee St Dt D+ =0 (2.77) 
due oo dtu dz 
Ge dm ig = (2.78) 
特征 方程 
A~ Y + DA = 0 
了 士 Me y: — 4D, 
A, = 0, Àz. = aD (2.79) 


下 面 对 (2.78) 的 解 x 进行 分 析 。 
CL) BP DADs Ads 为 实数 ,ww 二 Cre 十 Coe 十 C,, 代 入 边界 条 件 后 得 到 光滑 的 解 。 


zri _ Y2 
(2) #Y <4D,,a, = A+ Bih = A—BiA= 3p 78 2 wa = Br 
3 3 


+ Co“sinBr, SIR GAUL, REH P> 1D,,7>2V/D,, HBR Re 


7 大 于 三 阶 弥散 项 时 , 耗 数 才能 阻尼 弥散 ,得 到 光滑 解 ,可 以 证 明 ,7>2 MD; 与 Re( 人 zx)<2 
| 的 要 求 是 相当 的 。 
本 节 小 结 ，: 
(1) 对 Burgers 方程 盖 分 计算 的 分 析 表 明 , 如 对 流 项 采用 二 阶 中 心 差分 , 则 当 
Re( 和 从) 这 2 时 , 即 定 常情 况 下 假设 a=1 时 , 瑚 之 4D;, 由 于 二 阶 耗 数 不 足以 阻尼 三 阶 弥 
获 ,在 物理 量 有 较 大 变化 处 解 发 生 振 落 ， 
(2) 如 果 对 流 项 采用 一 阶 迎风 格式 , 则 二 阶 数值 耗 散 增 加 ,足以 阻尼 三 阶 苏 散 , 解 不 
会 出 现 振 落 ,但 数值 耗 获 掩盖 了 物理 耗 散 , 可 能 使 解 失去 意义 ， 


7 ye 一 
(3) a WHREF LA 4 = EN Ps 


定 影响 ,但 上 面 获 得 的 机 理性 分 析 具 有 一 般 意 义 。 


2.8 守恒 型 双 曲 型 方程 组 的 求解 


;因此 a 的 大 小 和 符号 也 会 对 振 划 有 一 


2.8.1 一 维 守恒 型 双 曲 型 方程 组 (Euier 方程 组 ) 


由 (1. 1) 式 略 去 y 向 导数 与 粘性 项 得 : 
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初 值 问题 ， Uo = fx,0) 
其 中 U = (p,pu,pE)", 
F= Fi = [ eu, Pre i p, E Ba pul’, 
te È fi wy 


(¥ — Ip 2 p 

一 维 双 则 型 方程 组 求解 时 为 什么 要 保持 守恒 形式 呢 ? 至 少 有 下 列 几 个 原因 ， 

CL) 初 值 条 件 下 ,守恒 型 方程 可 唯一 求 得 间断 解 ， 

大 家 知道 ,在 超声 速 流 动 中 ,定常 二 维 或 一 维 流 中 均 有 激 波 存在 ,一 维 非 定 常 流 中 也 
有 激 波 存 在 。 只 有 在 守恒 的 微分 方程 与 守恒 的 差分 方程 中 才能 较 好 地 求 得 激 波 。 为 此 ,我 
们 先 从 物理 概念 上 简单 地 加 以 说 明 。 

设 气流 跨 过 一 个 定常 正 激 波 , 见 图 2. 9, 通 常 以 单 信 原始 变量 p,p 等 来 分 析 跨 激 波 前 
后 的 变化 。 由 图 (8) 可 见 , 激 波 后 的 o 比 激 波 前 的 p 大 ,在 激 波 处 有 突 跃 ; 同 样 激 波 后 的 
p: 比 激 滤 前 的 pi KERETA ERAO). 

AFA EUR ER p peuso 为 主 变量 ,在 激 波 处 出 现 1|| 2 
不 连续 窗 跃 ,于 是 在 数值 计算 中 会 引起 一 系列 数值 误 盖 ,从 而 i 


影响 激 波 的 正确 求解 
FA SP TE SA Sy OR A JA Cb CdD YO, AEF | a 
恒 , 激 波 前 后 ， 


Prt, = PHz 


按 动 基 守 恒 BUR ATG : pe 
pict piel = pe + proud — 

这 些 组 全 参数 在 激 波 处 是 连续 的 ,无 突 跃 .由 此 可 见 用 守 

恒 变 量 进行 数值 计算 ,在 捕捉 激 波 时 误差 较 小 ,稳定 性 较 好 ， 

在 守恒 型 控制 方程 中 ,变量 通 量 就 是 上 述 组 合 变量 ,在 跨 激 波 "| — 

的 流动 中 变动 其 微 。 在 超声 速 稍 与 高 超声 速 流动 中 激 波 总 是 

存在 的 ,用 守恒 型 的 控制 方程 与 守恒 的 差分 格式 尤其 重要 ， te) x 
下 面 用 线 积 分 的 方法 ,从 数学 上 叙述 一 下 :方程 (2. 80) 在 pepe 

初 信 条 件 下 可 用 多 种 途径 唯一 地 求 得 弱 解 。 — 
如 图 2.10 所 示 , 在 上 0 平面 上 取 任 意 域 及 ,边界 oR. 

由 (2. 80) 得 ， 


il Xa aE dact = 0 (2.81) 图 2.9 


由 Green ARE: 


J Wir- Ansi (2.82) 
ak 
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方程 (2.80)? 的 广义 解 是 满足 初 值 bo 一 rz,0), 且 在 oR EEC. 82} 的 任何 U(x,t) 
函数 ,这 种 解 称 为 弱 解 ,txz: 昌 在 民 上 并 不 要 求 处 处 连续 可 微 , 多 许 有 突变 。 激 波 就 是 一 
个 例子 。 现 证 明之 。 

BRAG RAR C ERR U(r) PES EM C 前 后 上 的 变化 规律 ， 


| Uaz — Fan = | +| +| +| =9 
ak ak, 6 G oR, 


所 以 , 
aR € 
| (dz — Fat) +| (Gis Fld) = 0 ， 
La Cy 
$ Uaz Fd) = 0 a 
(2. 83) 
中 [ec 一 Pdr — (F, — F,)dt] = 0 
l i—i E 
d (U]d2 — [Fl = 0 
fl 2. 10 


[ZJ,LR 表 未 路 物理量 不 连续 线 C 的 物理 量 的 突 跃 值 。 上 述 

结论 (2. 83) 7E RIK EAHA, 因为 dz = v, EE kt H (2. 83)w = T ,从 而 得 ， 
v + Ce] = Cø] 
u * [pu] = [p+ pe’] (2. 84) 
n [eE] = [0E + pou] 

(2. 84) 式 称 为 激 波 关系 式 。 以 (2. 84) 第 一 式 为 例 : 
(02 — VD, = Pott, — Pity 

在 静止 气体 中 , 激 波 以 v, 前 进 , 激 波 前 后 a, =0, = 0,,0, 是 气体 爱 扰 动 后 的 前 进 速 
度 。 所 以 ， 


ats 
uv 一 


P2— Py 
这 个 公式 与 气体 动力 学 的 公式 是 一 致 的 。 但 是 ,如 果 将 质量 方程 写成 非 守恒 形式 2 
+ pH + u 2 = 0 ,就 不 能 正确 地 解 出 弓 解 。 


(2) 守恒 型 方程 的 离散 保证 计算 区 域内 不 会 有 误差 积累 ，。 
以 二 维 质 基 守 恒 方 程 为 例 , 解 区 是 一 个 矩形 域 ,如 图 2. 11 所 35 


示 。 积 分 形式 方程 为 ; 
| J t ee e 


微分 形式 方程 : x 
of , WU, oy _ 
x + ae ae = = 0 图 2.11 
SBS ML Pe al oe Ae BEY BR fe Se a S EH. 


FETE ARCA RTL HAS. EERE AS H: 
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1 
14 A = E atia Poon 4 Atia 一 Co | 


At AT : AY 
as 一 fiz oot [Aia 一 ato,s 十 R 一 | 
At : As Ay 
Ci — Phy [Aaa Z Atia | Paths — tha 
At Axx Ay 


+1 
Orie ~~ Pam 2 Ez 一 Fi iim re PMU Pium | 


At AT Ay 
te 消去 ;从 而 得 : 
如 二 On nom Gam Mti M 
Se a S a aa 
即 ， 


| ods + | evdi = 0 
它 与 积分 方程 形式 一 致 ,控制 体内 没有 误差 积累 。 


对 非 守 恒 型 方程 ， 
ap | te ae du ae 
x a tan ee ee 
第 一 项 
a Li i Wo Pia — fo, T, vi Fi — A. 
Ai lA Hag + “a A "Foy. ee 1.1 -| 
第 二 项 ， 
Or = Pla Wie — tn , Pe Be ev Cle = Ph, 
Ww, = las A A “Kg tha "Ag oe etia] 


EERTE 


HERH. SRS ATA REER HENA RORE. TARAF 
误差 增 关 。 
《3) 守恒 型 方程 导出 的 守恒 型 差分 方程 可 克服 某 些 非 线性 不 稳定 性 。 


2.8.2 守恒 型 的 差分 格式 
考虑 方程 组 (2.81) ,积分 得 ， 


(到达 es Get le 
| | ot udet] Epy F pdr =o (2. 85) 
u-i ak 2 2 
通常 
yth ie 
| UT — Ude ~ UF! — UD Ag; 
一 全 站 


(wel te gi 41 
| Eg E pde~ EN pAn 
ni F 7 ae z 


+ 
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其 中 玖 二, 到 二 表示 单元 中 的 某 种 平均 ,根据 求解 情况 的 变化 而 异 。 于 是 得 守恒 型 差分 格 


sk: 
ig a 4h gl _ M 
UT — up — (Fit at eo a= ae (2. 86) 
一 般 
Fit = Fis ar wee Mette Wiig) 
Pti = F pagg" iih shg) 
犹如 特征 线 揪 值 关系 式 , 以 了 为 基准 ,所 取 的 点 j 十 1/2 比 j 一 1/2 右 移 一 个 网 格 。 相 
REER: 
了 (ar = F Cu) (2. 87) 
利用 守恒 型 差分 方程 数值 计算 既 可 达到 求 出 激 波 ,减少 误差 积累 的 要 求 ,又 可 保证 差 
分 方程 的 收敛 性 ，。 
下 面 由 (2. 862 和 (2. 87) 出 发 ,分 析 一 些 常用 的 守恒 型 差分 格式 。 
一 、 显 式 中 心 差分 
今 
rt ~ FR + Phd = HRUD + FU )] 
Pet = hor + PL) = FLFR UD + FU) 
RAC. 8008: 
ust! = ys — a -F ) (2. 88) 


且 FREU, UD = FU) , 故 与 差分 方程 相 容 , 满 足 (2. DR. 
(2. 88) 显 然 是 中 心 差分 格式 , 它 是 守恒 的 ,精度 为 时 间 一 阶 ,空间 二 阶 ,但 不 稳定 , 故 


不 能 使 用 。 
二 、 耗 散 型 中 心 闫 分 显 格式 
1 1 BY jy 3 
Pi = 5 t ye 
4 
P+ SU U 
RAG. 86) 得 ， 
n G] L] of rt n 
Ws 0 4+ OD (2, 89) 


BFP, Up UDF U) SBD BNE. 
(2. 89) 称 为 Lax 的 耗 散 格式 。 若 令 A=, w (2. 89) 变 为 ， 


7 r + » a z 4 
unt! us AU, Uae. U 
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此 格式 的 目的 是 在 (2. 88) 的 基础 上 增加 耗 获 项 以 达到 稳定 的 要 求 。 
三 、Lax-Wendroff 型 格式 
对 标量 方程 (1.58) 可 导出 ， 


ETETE 


ar’ 
my gel 


+ OCR) 


"E 
1 2 
Fu)” 


2 oe OCR) 


=u — ak 


TL Ry EAL C2. 80), 设 4 = AER, 


E 


oF 
pEr | (2, 90) 


oi oop) BELA 


AR LA ,Lax-Wendroff 格式 为 : 


UH = UF SP) + S [Ag Bia — FD — Aa} Fa] 
| (2.91) 
+U 
a= E a 一 al Tin tU eae a anaa to, 
又 (2. 90) 可 写成 ， 
ih gee a ae = 
0 Se orl +o 2 oak i 
所 以 , (2, 9D XAS.: 
UP =U EE EDS 
KARO Un = UD — ADU — Ua) ] (2.92) 
《2. 91) 或 (2. 92) 是 相 雁 的 守恒 型 差分 格式 ,因为 它 可 由 
Fit = rare a) eer ty hee 
+i 1 ž 
Fii = 3 Eh +E FA; — T 


RAG. 86) 而 得 到 ,而 上 和 式 与 原 方程 相 雁 ,格式 的 精度 是 (站 ,下 )， 稳 定性 条 件 为 apl ADS 
lo 

PQ. MacCormack 显 式 二 步 粘 式 

在 上 述 Lax-Wendroff 格式 计算 中 ,4 矩阵 的 处 理 是 一 个 麻烦 的 问题 。 如 方程 组 是 由 
天 个 列 矢 量 织 成 , 则 4 Æ mXm BK, i Aid 是 由 Ud 所 组 成 , 即 4 jeg AUD ;每 


次 运算 量 很 大 ,尤其 对 非 线性 方程 。1969 年 MacCormack 提出 二 步 格式 ， 


Uma F) (2. 93a) 
aU nue a FS) (2, 93b) 
Ur = Laur (2. 93c) 
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这 是 由 Lax-Wendroff 格式 变形 而 来 。 上 面 列 出 的 是 先前 差 再 后 差 的 FB 格式 ,BF 格 
式 也 可 写 出 。 在 常 系数 抵 阵 情况 下 , 线 化 代入 ,证 明 这 是 守恒 型 相 雁 的 莽 分 格式 。 时 间 与 
空间 精度 均 为 二 阶 ,稳定 性 条 件 是 op Al. 

五 、 一 般 二 步 守 恒 显 格式 


yet 


UT = UH ~— da, — FD) (2. 94a) 
Uy) =U) SLO - nF, + r DR+ r OF , +E - FE] 
(2. 94b) 
ste. FUT) ,7.3 是 在 0 到 1 提 可 调 的 常数 。 
(1) 24 ĝ=r=1 bt, i MacCormack BF 格式 ， 
(2) 44 8=1,7=—0 Rt, Ely MacCormack FB 格式 ; 
(3) 4 d=r=1/2 if, BRA Rithtmyer 格式 ， 
IF 一 十 Im) 一 sa — F’) (2. 95a) 
Uy =ut— a — PY (2. 95b) 


4. *4 8=1,r=1/2 时 , 即 为 及 abin-Burstain 格式 。 

此 外 ,还 可 以 形成 其 他 一 些 烙 式 。 这些 格 式 的 共同 特点 是 ， 
D 亚 式 守恒 型 相 容 格式 ; 

D 预 测 、 校 正二 步 格 式 ; 

@ =AG+1.7, j-DIBGint DBR; 

@ 时 间 和 空间 的 精度 均 为 二 阶 。 

它们 的 差别 是 修正 方程 截断 误差 中 各 阶 导数 前 的 系数 不 同 。 
(2. 94) 式 的 修正 型 方程 为 ， 


a a 
at t ar 
a PF 8d4adtr gary Ar U — dA 
(2. 96) 
2 
以 方程 Z p D = 0 为 例 ,F 一 守 ， 由 (2.96) 知 , 锻 正 方程 的 截断 误 莽 为; 
FU a FU ary? 
Tr a ele 5 Jr ory — E, = Jz at +22 | J+ “ae (2. 97) 


Ey = Z @U? 一 1); E = 21202 — dal! + 2r — 1] 


E, =— SL tr — DAU? Cr — Ward — r) — 1] 
不 论 ,3 为 何 值 , 上 述 两 步 显 式 守恒 格 式 的 截断 误差 中 均 有 三 阶 弥散 ,从 而 必 有 三 阶 
相位 误差 ,由 此 引起 的 振 划 是 不 可 各 免 的 。 不 同 将 式 E 值 不 一 样 ,通常 要 求 EY <0 才 


保证 稳定 , 且 对 弥散 引起 的 振 萝 有 压制 作用 ,但 对 有 物理 耗 散 项 的 控制 方程 应 用 此 格式 要 
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at |e, | < 7,7 为 物理 耗 散 项 前 的 系数 ,同时 可 以 看 到 ,对 线 化 问题 ,0 = a = const, 到 


ar 
= 0, REW Ea SO R BRAT Ey AR STAIR BY, BIT SO 
网 不 大 ,但 非 线性 问题 中 由 于 E 的 存在 ,上 述 二 阶 烙 式 并 不 是 严格 二 阶 精 度 的 。 
通过 上 述 分 析 可 以 看 出 ,在 非 线性 条 件 下 ,我们 接线 性 分 析 得 到 的 结论 作为 参考 可 以 
分 析 问 题 的 性 质 。 


2.9 激 疲 的 捕捉 法 
求解 可 压 流 场 时 可 能 会 出 现 激 波 ,这 是 计算 流体 力学 的 难题 之 一 。 


2.9.1 Med RM 


—. BGRW4 i (Shock Fitting) 

其 本 思想 是 ,在 可 能 出 现 激 波 的 局 部 区 域内 ,假定 一 激 波 位 置 , 先 由 解 域 上 游 边 界 开 
始 求 到 激 波 前 参数 的 值 ,于 是 垂直 于 激 波 波 线 的 速度 w 与 平行 于 波 线 的 速度 w 可 解 出 
由 斜 激 波 关系 式 知 ， 


v(W A) = va GEJ) 

同时 用 Rankine-Hugoniot 关系 式 解 出 波 后 的 其 他 物理 量 ,然后 由 小 后 的 值 利用 定 解 
条 件 一 直 解 得 全 流 场 值 。 如 果 激 省 位 壮 定 得 合理 ,上 述 解 收获 ;如 不 正确 则 要 修正 激 波 位 
置 重 复 上 还 过 程 。 

优点 :结果 准确 ,不 会 有 跳动 和 抹 平 现象 ; 

BR MER SE SS A 

=. 激 波 捕 所 法 (Shock Capturing) 

由 守恒 的 控制 方程 出 发 ,采用 合理 的 差分 格式 由 定 解 条 件 求解 ,在 物理 量 发 生 突 唉 的 
地 方 , 既 算出 了 突 路 量 , 又 确定 了 激 波 的 位 置 , 收 黎 较 快 ,计算 也 较 拟 合法 方便 ,但 有 两 个 
明显 的 缺点 :一 是 激 波 被 抹 平 (smearing) :真实 激 波 十 分 薄 , 至 多 只 有 若干 个 分 子平 均 自 
由 程 ,只 可 能 在 一 个 网 格 间 达到 物理 量 究 变 , 但 数值 计算 计算 时 物理 量 常 在 3 一 5 个 网 格 
中 变化 ;二 是 激 波 前 后 解 出 现 振 落 。 前 者 主要 是 数值 耕 散 过 度 引 起 的 ,后 者 由 数值 频 散 引 
起 ,也 与 物理 上 炉 增 原理 的 限制 相关 。 如 何 从 方法 上 提高 激 波 捕 提 的 质量 是 目前 高 速 流体 
力学 计算 中 较 重 要 的 课题 之 一 。 本 书 主要 介绍 激 波 捕 扣 法 。 


2.9.2 激 波 捕 提 法 的 一 般 叙 述 


1950 年 ,Von Neumann 与 Richtmyer 开始 研究 简单 方程 的 解 突 路 问题 ， 


a, atte) _ 
4 =0 
at dr 


NRR, SSR A — BA BE FTBS( 时 间 前 差 ,空间 后 差 格式 ), 将 解 出 图 2. 12 所 示 
的 “S" 形 的 解 , 抹 平 程度 很 大 , 约 10 个 网 格 , 如 在 多 维 流 中 激 波 将 无 法 辨别 ,从 数值 分 析 观 
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点 来 看 ,主要 由 于 线 化 修正 方程 中 较 大 的 D ZS 


项 ,这 不 是 物理 耗 散 , 而 是 过 天 的 数值 耗 散 。 
如 果 用 二 阶 精 度 的 格式 ;如 Lax-Wendroff #4 
式 ， aie 但 波 前 后 有 有 跳动。 这 是 因为 上 述 流 


popra LR = 7 2 中 7 一 0 的 情 a 
精确 


in. A. Re( Az) 一 所 人 zx 一 oo ,修正 方程 中 无 x 

二 阶 耗 散 , 而 4 BMRA A EE RS re a AT 图 2 1 

在 物理 其 突变 处 引起 解 的 振 落 。 为 了 减少 振东 ,可 以 在 激流 区 加 上 人 工 的 二 阶 粘性 项 ,此 
时 激 波 前 后 振 划 减少 , 抹 平 约 3 一 5 个 网 格 。 因 为 二 阶 精 度 以 上 的 差分 格式 ,弥散 项 总 是 存 
在 ,而 耗 散 项 不 足以 完全 睾 制 弥 散 的 影响 ,所 以 振 蔓 是 不 同 程度 存在 的 。 


2.10 提高 捕捉 激 波 质量 的 方法 


2.10.1 人 工 上 粘性 滤波 法 

一 阶 精 庶 格 式 ,数值 粘性 过 分 使 激 波 抹 平 。 如 用 MacCormack 等 二 阶 精度 的 格式 , 则 
出 现 激 波 前 后 解 的 振荡 ,为 消除 在 激 波 前 后 的 振 萝 ,20 世纪 70 年 代 的 一 些 计 算 中 均 在 激 
波 附 近 增 加 和 人工 粘性 项 以 压制 振 落 ,而 在 物 丙 量 无 突 跃 的 地 区 :弥散 影 啊 不 太 大 ), 此 人 人 工 
HETET, 

例 用 MacCormack FB RRE © + E = 0。 


eee T 


" Lf pert Adept eri Qa ph "tl peel 
Unt! = jo ur _ A -5D |+ Sr a SUE 


(2, 98) 
其 中 忆 是 开关 函数 ,1978 Œ Harten HH. Q= E = AS is = : ; MacCorma 
j+1 J J Í 


ck 提出 ; 
bs -ZP 十 Pal 
Pie FP Pal 
如 激 波 在 j 与 十 1 SE PL SP mee 与 7 一 1 E NPP. A 
《2.99) 知 妨 为 有 限 值 。 二 阶 估 工 粘性 项 的 出 现 使 激 波 附近 格式 旦 一 阶 精 度 。 人 工 精 性 项 
的 加 入 是 一 项 技巧 性 很 强 的 工作 , 它 使 激 波 不 过 分 抹 平 , 却 又 能 适当 地 压制 弥散 引起 的 振 
菏 。 通 常 无 激 波 光滑 区 @@ 趋 于 零 ,故人 工 粘性 影响 较 小 。 
必须 指出 ,在 计算 每 一 步 所 加 的 人 工 煌 性 项 , 叉 称 光滑 项 有 不 同 的 加 法 , 且 对 解 的 稳 
定性 会 有 一 定 的 影响 。 
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l. 人工 粘性 光滑 项 的 加 法 


考虑 双 曲 型 方程 组 ， 
AF OF 
oP + Pri 0 
(1) 同时 光 请 法 
la UHR HOU" (2. 100) 
式 中 了 是 单位 算 子 ,R 是 对 流 项 算 子 ,S 是 光滑 项 算 子 。 
m 以 MacCormack FB 格式 预测 步 为 例 ,并 设 A= E —const, AANM ERE, M: 
ot =U — AA + SU? 


wu i 
=U; — A TT a F Wa = 205; + U1) 


=U; — AE = FD + Ua U Ua) 
RBM ATHE., EERE BRT ATTIC. RE a E EE 
ORAS. Aita AE eR E EER R EIN. 
(2) 后 置 光 请 法 
ott g4+ RU" + STU + RU") (2.101) 
可 分 两 步 进 行 
Ut = (+ RU 
ot (+ Su" 
它 并 非 对 U 进行 光 请 运算 ,而 是 只 对 UU" 进行 光滑 运算 。 


如 对 MacCormack 格式 ， 
ue =U! — Da =F) (2. 102a) 
D 一 10 + Um — Stam — FD | (2. 102b) 
Ce =U 4 ei —2 ee) (2. 102c) 
[ 
(3) 分 型 光滑 法 
U = (T+ RU" 


t eo 20 SU° 
Ue Ss 0" 


ar 


2. 光滑 项 对 稳定 性 的 影响 
通过 对 差分 方程 用 Von Neumann en is GHETTO. 


以 MacCormack RAARO. 102) AGI. F = AU = AK i me 
=U Ut = 1 — ole” — 
G, Pex = Ae +1- —e es 
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G sipo = 14 Se" —2+e™) 


所 以 
G = UU = GGG, = [1 + QlcosBh — D]e 4 


tit 1 
[tee | (2. 103) 


图 2. 13 表示 在 不 同 Bk 情况 下 ,放大 因子 模 |G| 的 变化 。 当 |G| 一 1.0 时 ,表示 耗 散 对 
弥散 阻尼 较 恰 而 趋 近 于 零 ;Bh 在 x 与 x/2 之 间 表 示 高 频频 散 分 量 ;Bh 在 0 与 /2 之 间 表 
示 低 频频 散 分 量 。 显 然 ,高 频 分 量 产生 较 强 的 阻尼 ,使 参数 光滑 , 且 后 沦 滑 的 方法 效果 较 
佳 。 图 2. 14 ER o 与 @ 的 稳定 区 界限 。 在 同时 光滑 下 ,稳定 区 界限 比 C. F. L. 条件 稍 小 ， 
E Q=0. 3 时 下 降 更 多 ;而 后 光滑 下 在 名 一 0. 1 一 0.3 时 增加 了 稳定 性 ,使 限制 放宽 ,显然 ， 
对 一 维 计算 而 言 , 后 置 光滑 法 可 能 效果 较 佳 。 


lel 
1.0 


O=0.1, MAN 
Q=0.1, tht 


/2 r fh 


fj 2.13 
3. 光滑 项 对 守恒 性 的 影响 
以 质量 方程 为 例 , 采 用 同时 光滑 ,一步 格 式 有 ， 


a a — a Q; n 下 
G1 — p= re Kae (pay | 十 pH 2 二 
当 达 到 定常 ofa BERRA: 
(Me) 42 — (ou),,4 =— (4 = alll, yer uns = Beon + A) 
(myy — (Pe, g = [PE] Ora — 20) + pim) 


Ar 
(oo — (ou), a =— | S| Bil) = By F Pi) 


方程 两 边 求 和 后 AM RAH. MABE DY Q,,,4Q4Q)-1, REA ARE 
积累 使 守恒 性 破坏 。 
如 差分 格式 为 : 
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Qi 
FA 


Hn At | Qi ` a 
di = la ' Co ; i Pas 万) (uy a + 2 (2 一 a] 
HESE A ALATA : 
《pe 有 二 — Ce) p= Qua Pisa m Pia) 一 Find (pn = p) 


1 1 
Cou) 42 5 Cpud = FQ, Wi T Pp) A-AA — Pj) 


当 方 程 两 边 分 别 求 和 时 ,由 于 方程 右 侧 对 应 项 能 相互 抵消 而 保持 了 守恒 性 。 
2.10.2 混合 格式 开关 法 


上 述 人 工 粘性 光滑 法 消除 非 线性 振 蓝 和 激 被 的 顿 散 振荡 是 较为 有 效 的 ,但 在 激 波 附 
近 仍 有 振荡 出 现 , 旦 在 强 激 波 时 抹 平 较 严 重 , 有 时 达 5 个 网 格 。1976 年 ,Bean-Warming #2 
出 提高 捕 提 激 波 质量 的 方法 BRE. 

原理 , 激 谈 前 后 的 振 划 是 二 阶 精度 格式 的 数值 弥散 在 物理 量 突 牙 处 的 反应 .模型 方程 
数值 试验 表明 相位 误差 gl, I 办/ 疯 <1( 清 后 相位 误差 ), 对 应 的 修正 方程 截断 误差 项 
Di<0(CDs 为 修正 方程 右 侧 三 阶 空 间 导 数 前 的 系数 )j9gr>1, 或 丰 / 风 >>1( 超 前 相位 误差 )， 
对 应 的 修正 方程 截断 误差 项 D;>>0.。 滞后 误差 的 差分 格 起 在 加 断后 有 明显 的 数值 振 贡 ; 超 
前 误差 在 间断 前 有 振荡 。 我 们 在 间断 前 用 MacCormack 格式 , 它 与 Lax-Wendroff A — 
样 ,gr 过 1;, 波 前 是 光滑 的 , 波 后 有 振东 ;而 竹 间 断后 用 Warming-Beam 格式 , 它 的 gz 这 1, 在 
间断 后 蚌 光 滑 的 ,从 而 保证 整个 解 基 光滑 的 ， 


考虑 
ae afal 人 EL Be 
m +a 和 | 一 0, a(2,0) = ee 
1. 采用 Lax-Wendroff # A 
其 修正 方程 为 ， 
a, afew) O — u) Fu | Phlu 1) Pe o 
其 中 a=k/h, $ osua, Ml: 
u afa) k Pu jp 1 
WT 21 p! 0 g D ga t 


显然 在 稳定 性 限制 条 件 下 ,DD, 一 一 相 -(1 一 0 <0,gr<1, 所 以 是 浇 后 相位 误差 ,在 波 


Ja th BER CR 2.15)。 
2. Warming-Beam 格式 


wt = yt ow — ut) — M — oa — a + ws) (2. 105) 
学 
可 证 明 其 修正 方程 中 D= 0—0 (2 一 0), 当 a1 Wt Ds>0, gr 之 1 的 ;所 以 是 波 


前 振荡 波 后 光滑 的 。 具体 求解 此 问题 尚 必 须 注意 两 个 问题 ， 
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@ Warming-Beam 格式 是 迎风 格式 ,因此 在 波 
后 使 用 此 格式 时 ,应 根据 波 后 流动 的 特征 值 的 正 负 
号 来 决定 其 迎风 的 方向 ; 1.0 
名 激 波 是 弱 租 ,必须 保持 格式 的 守恒 社 。 所 以 
在 激 波 前 司 差分 格式 改变 形式 处 ,使 其 平均 流 率 满 
足 守 恒 要 求 , 即 加 一 个 开关 函数 达到 此 要 求 。 
计算 表明 ,一 维 流动 用 此 法 效果 苏 佳 ,但 二 维 流 
动情 况 并 不 太 理 想 ， 


2.10.3 KEP RBA 


解 双 曲 型 方程 组 时 才 可 能 出 现 间断 性 的 弱 解 ， 
而 此 方程 组 又 要 求 差 分 格式 必须 服从 信息 传播 的 方向 , 即 特征 方向 问题 .前 面 2. 5 节 介绍 
的 分 离 系数 矩阵 法 就 反映 了 这 个 方向 性 的 问题 .但 是 ,用 分 离 系数 矩阵 的 方法 不 能 保证 类 
分 方程 的 守恒 ,因为 一 维 Euler 方程 组 用 下 十 A 3 = 0 表示 不 是 守恒 型 的 方程 ,捕捉 激 
波 有 一 定 困难 。 

矢 通 量 分 裂 法 就 是 将 守恒 型 双 曲 方程 组 的 矢 通 量 玉 , 按 其 特征 信 正 负 进 行 分 裂 ,使 得 
在 亚 声速 区 内 对 正 特征 值 对 应 的 F+ 用 后 差 格式 ,对 负 特征 值 对 应 的 -用 前 差 格 式 ,提高 
精度 ,并 放宽 稳定 性 限制 ,从 而 较 好 地 捕捉 激 波 。 

对 于 一 维 非 定常 Euler 方程 ,可 以 证 明 : 

FU) = EU = AUW (2. 108) 


0.0 


20 2 M x) 


Æ) 2.15 


a 
因为 A4 有 三 个 互 异 的 实 特征 值 , 故 
Aà o u 0 0 
A=PIAP,A= |0 A 0 |=|0 wta 0 |. 
0 0 A; 0 0 w—a 


4 AP =(A-+ 1A) A = A—|A1)/2, 则 对 任 一 特征 值 , 有 :一 社 十 入 。 
显然 , 当 AO RA SAA 0559 Aon A =A,AT=0, BRL, 


Ay 0 0 aA 0 0 
A= A+A, Ato At A= A | 
0 0 af 0 0 A 
亚 声 速 流 动 时 ， 
i 0 0 0 0 0 
At= 10 uta 0], A= 10 0 0 | (2. 107) 
0 0 o 0 0 u—a 
超声 速 流动 时 ， 
au 0 0 0 0 0 
At=|0 uta 0 h A= jo 0 | (2.108) 
0 0 t— a o 0 0 
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对 于 方程 组 (2.80), 有: 
0 1 0 


u 
a= Vang EN te (2.109) 


2 
(Y — 1)? — YEu “en E Yu 


右 特征 矢量 为 : 
1 1 1 
P= |" ee (eee? (2. 110) 
uë ut a w? 2 
z \g tty z) (S -uay 1 
1 一 eo — l)a” (Y — lua? — (¥—1)a™” 
= | > L 一 ua) Bra— O=] E-D | nn 
¥-1 
a n? + wa)| —~fat?=—De) fo = 1) 
Af g=1. 
FA (2. 106), 


FW) = AU = PAPU = P(At+ APUU = PAt POU + PA P U 
= F+ (U) + FW) 
或 者 
FU) =AtU+ AUSF U FU 
PAD TT FB C2. 80) 可 简化 为 ; 
W RTD |, FE WU) 


sr x 0 (2. 112) 
证 声速 下 
(27 — Duta 
Ft= Pat Po = £ 20 — Let + Ce + ay? (2. 113a) 
3 =F z 
E E mo yu nita 
u— a 
F-= PA POU > LI (2. 113b) 
2Y | (uw — a)? BDU- ae! 
2 20 — I) 
超声 速 下 
pu 
Ft=|p+p2 |, F7=0 (2.114) 
CoE + piu 


常用 的 Warming-Beam Ki BS RA BAA 
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UN au; — Sea — Fy — Mary, Fy (2. 118) 
IE eu elie Frye ae FE) 

oo a 

= mo — OF + FED 

一 Of Ri OF HET” (2. 115b) 


其 中 
FPP = Ft a = at ye 
这 样 既 保证 了 格式 的 守恒 性 ,又 保证 了 双 曲 方程 信息 传播 的 方向 性 ,能 较 好 地 解 出 激 
波 。 但 有 些 问 题 需要 解决 ,如 F+ ,1 在 声速 点 和 驻 点 附近 不 光滑 的 变化 会 导致 解 的 振 蓝 ， 
这 时 可 用 其 他 方法 分 解 ,只 须 保证 或 7 ,半分 别 只 有 非 负 和 非 正 的 特征 信和 即 可 。 例 如 ， 
Van Leer 指出 ， 
AD 0 
O fr 
0 0 m 


At = "A = (A — A*) (2,116) 


其 中 


o Z [Ka — a) — a H l] H aa? 
= 


da (Y +1) 


_ = OLY lu + 2a] +a? 
“ore 4a(¥ + 1) 


ZD = De + 1 3Yjua + 242% + l)a] iu + a)? 
os 4a°(¥ + 1) 
这 能 保证 4+ = E 有 非 负 的 特征 值 , 4- E AIEEE, BR ROR Fe, 
FO AGAR RO ROMO EAS RUM FYE 也 不 完全 一样 
Ra BUCA FR, Euler 方程 组 时 ,捕捉 激 波 的 质量 是 不 错 的 ， 


2.10.4 总 变量 递减 格式 TVD) 与 NND 格式 


这 是 近年 来 发 展 的 新 格式 ,目的 是 从 数学 分 析 的 角度 出 发 提出 一 种 既 具 二 阶 精 讲 ,又 
具 较 小 振 草 的 捕 挥 激 波 效果 好 的 差分 格式 。 

1，NND 格式 

在 介绍 TVD 格式 前 , 先 对 张 涵 信 提出 的 一 种 易于 接受 ,使 激 波 正 确 抽 提 ,又 较 小 所 
萝 的 所 谓 Non-Oscillatory Non-Free-Parameter Dissipation Scheme (HE NND 格式 ) 进 行 
分 析 。 

考虑 双 曲 型 守恒 方程 Z 十 EO _ 0 sep mre ms ae, 


ar 
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A ort an 
x 十 pM 十 Tr = 0 (2.112) 
可 以 证 明 , 当 a l gE arth + Fe) (NOR) eRe 项 不 
网 + Jr apen ZAT 了 fol Fo? _ EE 7 x 


BHO 得 ,修正 方程 右 端 三 阶 弥 散 项 系数 D: > 0, 四 阶 耗 散 项 系数 D < 0, 若 用 中 心 差分 
PARE = HEN = FED D< 0,D, 一 0 。 结论, 在 激 波 附近 的 物理 量 ,前 
者 是 波 前 振 视 , 波 后 光滑 + 后 者 正好 相反 。 

同 理 ,如 用 二 阶 迎风 格式 离散 E, D < 0,D, <0. OES ， 
RID: > 0,D, = 0 。 结论 :在 数 波 附近 的 物理 基 , 二 份 迎风 格式 是 波 前 光滑 , 波 后 振 蔬 ;一 
阶 中 心 差分 正好 相反 。 

上 述 结论 可 总 结 为 表 2.2。 


二 阶 迎 风 二 阶 中 心 二 阶 迎 风 二 阶 中 心 


Dyt Da =À 
REH 


D0,D0 
该 后 光 独 


D310, P= ù 
波 前 光滑 


Dx, Delt 
Ws 


E RIENE e+ oo ERE SE OE» LR ER ARE ay 


影响 是 可 以 的 ,相对 也 简单 些 。 前面 已 经 分 析 过 ZDs<<0 的 差分 格式 ,相当 于 滞后 相位 误差 
qr <l VEREREK ANARA. M D> 的 格式 激 波 前 有 振荡 。 


在 对 方程 (2. UD ABET MURE A ,我 们 在 激 波 的 左 仙 5 即 波 后 ?用 二 界 
迎风 差分 以 保证 户 ; 汪 0; 在 激流 右 侧 ( 即 波 前 3 用 中 心 差分 保证 <0, 而 对 汝 一 的 波 左 侧 


用 二 阶 中 心 郑 分 保证 六 :>0, 右 侧 用 二 阶 迎风 兰 分 保证 D;<<0。 根据 表 2.2, 这 将 保证 当地 
物理 量 光 清 。 这 实质 上 是 混合 格式 开关 法 的 一 种 ,可 表示 为 : 


ANGERA): 
已 ale T )=- BEP = oF + Fe FA 117a) 
wi, tae æl TE TE ! 
右 侧 ( 波 前 )， 
au +d F Fi — FP 
| aia 2Ax py 《2. 117b) 
将 上 式 写 成 守恒 形式 : 
a 1 
ae =~ Kl Fa) PT 


+ = + 2 
Fra 一 Pad + Forhs Fi a Fo. 十 Pod 


了 


为 使 (2. 118) 式 的 与 法 能 满足 (2. 117) 式 , 则 有 ， 
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Ft + Let FN = Ft 4 AF ENL) 
i i i its 


Fit = i 1 (2.119) 
FR +5] -FRD = FE +S AFL CAR) 
. Fin — 7 Oia F) = Fin DAF CEM LD 
ts (2.120) 
oe Faro mre — FR) =F, 一 LAF; CEM R) 
Fat FRA Flo = FL + AFL END a 
oP |e lej -Fio =F} + LAF END 
= F; — 0 一 FF) = F7 — AF; (EN L) 
up T Fe Ler, ee Lar, ae (2.122) 


将 (2. 119) ~ (2. 122) 4RA C2. 118) 得 (2. 117) ,因此 是 守恒 格式 .为 了 在 激 波 左 右 侧 用 
统一 的 数学 式 , 我 们 进一步 对 人 FF AF AF AF a 的 正 负 及 大 小 进行 分 析 , 在 


二 阶 精度 范围 内 : 


AFI = ATAU 1 (2. 123a) 


AF pat = An AU a (2. 123b) 
对 图 2. 16 中 单调 变化 的 激 波 ，AVis+ 在 左 侧 符 
号 相同 , 在 右 侧 亦 如 此 。 在 激 波 的 左 侧 | 人 ZI|> u 
[AV | ,在 激 波 的 右 侧 | 人 人 03 | 过 | 会 0;-4|。 所 
AAF) 的 符号 满足 ， 
MEREM: i 


AF} |> JAF al, ERE) pH A) 


Be A: 
[AFi < OF > 
AF pag 的 符号 满足 ， 图 2.16 
Bok AM: 
ral> ar 
MEAM: 


[AF | < [AF 
ABA AFT 和 人 Fii3 的 符号 ， 
取 min mod(r, y). A PAG X24 zy ASM A cry 中 钨 对 值 最 小 的 那个 元 素 ;z， 
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y 蜡 号 时 取 0。 于 是 有 : 


Fost = F} + Lmin mod (AFT a, AF". 1) (2. 124) 
Foyt) = Fh — $min mod (AFs, 2 AF 3) (2. 125) 
FU.) =F t Tmin mod(AF™ 3, AFT 1) (2. 126) 
Fi 3 = Fy — $min mod (AF AF7) (2.127) 


显然 , (2, 124) ~ (2. 12794) BI ART (2.119) ~ (2. 122), BREA, C2. 118) 52. 11 7 
写成 : 


TE 
ust =u; — Se. 


{Le 十 Lmin mod( AF} pAr, p + F7, — tmin mod AF AF | 


ri 2 
— [F}, + {min mod(AFY 2, AF Es) + FT — dmin mod AFL AF): |} 
(2. 128) 
HR RR TS MARERE RE Tk — BE, A 
较 明 显 ,易于 接受 。 以 后 可 以 证 明 这 就 是 TVD 格式 的 一 种 。 
2. TVD¢Total Variable Diminishing) A 
C1) 概述 
用 前 面 各 种 方法 解 一 维 Euler 方程 出 现 不 连续 的 突 路 解 时 ,有 三 个 难点 ， 
© 解 一 旦 不 光滑 ,二 阶 格式 就 会 出 现 振东 
D 常 系数 情况 下 稳定 的 状态 在 突 路 处 有 非 线性 不 稳定 的 增长 ; 
© 差分 方程 的 解 可 能 是 非 物理 解 。 
通常 单调 的 守恒 型 格式 的 收 化 解 导 致 注 足 炳 条 件 的 物理 弱 解 ,这 样 上 述 三 个 问题 都 
能 较 好 解决 ,但 格式 精度 是 一 阶 的 。 下 面 从 一 维 非 线性 双 曲 型 方程 出 发 讨论 TVD R. 
考虑 


E oE 
or u OE Ox = ü, Ati) (2, 80> 


MMA enone ne 了 写成 了 站。 这 个 方程 


的 解 可 以 用 zx 一 :平面 上 一 系列 散 开 的 或 收拢 的 特征 线 描述 。Lax 指出 ,任何 一 双 特 征 线 
间 解 的 总 变量 的 增 减 是 守恒 的 。 即 ， 


T(t 二 Af) = TH =I) (2, 129a) 
i) = 三 UED g (2. 129b) 
Lax EH, EREC. E een 但 如 果 解 区 中 有 激 波 存在 , 则 解 
的 总 变量 总 是 下 降 的 , 即 : 
I@+ An <i) (2.130) 
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这 是 因为 当 间 谈 特 征 线 相 交 形 成 激 波 时 , 解 的 变动 {信息 ) 就 会 有 所 损失 :不可逆 ), 所 
以 总 变量 递 碱 。 目 前 只 能 作 如 此 解释 


Y ut = GATAN HAS TVW) = D |e — a1, 则 (2.130) 为 ， 


TVG) STV") (2.131) 
这 被 称 为 TVD 条 件 。 
Harten{1983) 指 出 ,上 述 TVD 条 件 加 上 上 赂 式 的 差分 方程 与 微分 方程 相 容 和 满足 坑 不 
等 式 , 就 能 在 单调 的 前 提 下 保证 解 收 伍 到 弹 解 。 
(2) 构造 
下 面 构造 TVD PRA. 


q 
at! = a? = > CG) 1 Aj,10 Aj 10 = Big, 一 Hj (2. 132) 
in—p 


BIN C Æ u 的 非 线性 函数 ,因此 上 式 的 具体 形式 不 是 唯一 的 ,便于 我 们 有 选择 将 式 
的 自由 度 。 现 在 只 介绍 构造 TVD 格式 的 一 般 原则 。 


—-1 1 6 =» 0 0 
0 -1 10 » 0 
Rean ERED, D= | 0 o 0 |, 并 定义 | Dul, 
0 0 — 1 i 
1 0 0 ade 
为 Du MATH H ta A, 
|| Du || ; = TV (u) (2. 133) 
所 以 ,TVD 条 件 为 : 
| Dewt i De fl, (2. 134} 
格式 (2. 132) 可 写成 ， 
uw! = [7 — MD]u" = Rw’ (2.135) 
M 是 矩阵 算 子 , 它 可 以 是 上 的 非 线性 函数 。 电 (2. 135) 得 ， 
Dt = [1 — MD]Du" = RDuw’ 
所 以 
| De ,RIL Dw, (2. 136) 
比较 上 式 与 (2. 134) 知 ,格式 (2. 132) 或 (2.135) 是 TVD 的 充 要 条 件 是 ， 
IRI S1 (2.137) 


HA RAJ LARE R PRT OHH REM DREE RIS 
1, 必 要求 R>O, EDR AE 
按照 天 通 基 分 裂 原 刚 ， 
le =u + Cyt Ajin" 一 OSTATE 
=u; + Cj Gas — uh) 一 Cua Ga 一 ia) 


可 
=C; 


EAL Ciya 一 C4) 十 Cd 
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ERS (2. 135) 48 LS 


R= 19 0 C1 
0 0 0 
0 0 和 0 
所 以 ,上 述 差 分 格式 满足 TVD ee 
C4 S0, 1 Cpt = C2) BO, Cyr 20 (2. 138) 


(3) 说 明 
RA. 138) 中 C 的 形成 的 途径 是 很 多 的 。 鲍 如 ,NND 格式 就 是 TVD。 由 (2.129), 令 
Shel, i=1,2,3,4,04, 


r +a =s ak A 
UH — up =— af AFM + AF) 本 hi + Ba al 
ake apin inp 


=— af AF + PA 有 | 


pee Mijas 


2 2 
所 以 ， 
uy -U =- = JAD -4 Bi AAU) ~ Cha A, > CA al” 
bf 
Bayt Cais Tit B Cit 
式 中 
_ FR TEn pE aet 
一 pa rey i Fa 人 
六 ar oF 一 wr, ora a 
Pe IF- 
= Stl aoe Laas 
ee iA ap UF, = Us af ap a 
at> 0, a <0, 
所 以 
Bp 
C4 > 0, Chat =O 


HE, ERRAT EER C a + C1 所 1。 因此 ,NND 格式 是 TVD 格式 。 用 


NNDR op uM oe p EU 34 20. 0001 时 分 因素 很 高 ,如 图 2.17 所 示 。 
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Lax-Wendroff 格式 不 是 TVD 格式 。 以 标量 方 种 Š +a% 一 0 为 例 , 用 此 格式 离散 


2 ye 
atl R aq, a 4 ae 4 n a 
Wp G gy Wa T a) Gi — Bug E uja) 


ta? A A 
=— FA + Auda) H (Aus ~ AuLD 
=Cj Atag C$ 人 A 
其 中 
a aa 
CHi= at aa’) 一 2 (aa — 1) 


Ci} = PIG + aa*) = 3 (aa +1) 
已 知 稳定 性 条 件 为 ; aa 21, FU C1 SO, 
Cat SOCAL Cyd S1 PREC. 130A 
明 用 Lax-Wendroff 格式 解 激 波 有 振 葛 。 
总 之 ,根据 TVD BRAT AM APA TVD 格 > 
式 。 El 2.17 
2.10.5 自 送 上 应 网 格 法 


自 送 应 网 格 法 CAdaptive Grid Methods) 不 是 从 
差分 格式 的 构成 出 发 ,而 大 从 网 烙 生 成 的 途径 来 提高 捕捉 激 波 的 分 辨 率 , 达 到 提高 精度 的 
复 求 。 它 从 物理 量 的 梯度 出 发 构成 网 格 。 物 理 量 光 滑 的 地 区 ARSE TDs 
县 梯度 大 的 地 方 , 尤 其 是 激 波 ,燃烧 波 的 附近 及 粘性 油 流 边界 层 的 附近 网 烙 加 密 。 这 种 网 
格 称 自 适 应 网 烙 ,详细 分 析 于 后 文 再 述 。 
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第 三 章 二 维 、 三 维 流动 抛物 型 与 双 曲 型 方程 差分 研究 


3.1 抛物 型 方程 显 式 差分 格式 


对 于 微分 方程 ; 
Pti Fu Fu 
a g + Jy (3.1) 
常见 的 差分 格式 为 ; 
wt = [1 + ria F y liin (3.2) 


EP r= At/Ar’=At/Ay’ 6.9 e A LEGE o Taylor 级 数 展开 后 (3.2) 式 的 截断 误 
BAHN EAE OCR). WG. DERE i SA EA. 
(3. 2) B9 FR HERR RY 1/4, 当 Art Ay 时 , 则 (3. 2) 的 稳定 性 极限 为 .十 ry 所 1/2，。 
推论 :对 三 维 流 , 当 差分 格式 为 WH tra toy the) emt BE ERR A: 
r& 1/6 (Ar = Ay = Az) 
rz +r, Fr% 1/2 (Ar = Ay Z Az) 


3.2” 双 曲 型 与 输 运 型 方程 显 式 美 分 格式 


3.2.1 平流 方程 


考虑 方程 
ata tae =o, a >> 0,a, > 0 (3.33 
一 、 一 阶 迎 风格 式 


ue a Wm ty (um ig uhim) zg ACHE _ Wma 12 (3. 4) 


Beth oa, Easa + A yh. oh, SIE 2 Al y HAS OR ALEE (3. 4) 式 截断 误差 首 项 的 


量 级 是 OG Aly) 故 它 是 时 间 ,空间 均 为 一 阶 精 度 的 格式 。 
《3. 4) 的 稳定 性 条 件 为 :和 十 到 安 1。 当 四 一 呈 时 ,四 一 呈 委 172。 
对 三 维 博 况 ,稳定 性 条 件 为 totes], 4asa=s; h,=] 
= Lax-Wendroff 格式 


wt =n + | = k+ = ace + OC), (3.5) 
(3. 5) 式 中 时 间 导 数 项 均 用 空间 导数 项 取代 ,并 且 对 空间 导数 项 仍 用 中 心 差分 , 则 ， 
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wit = [1-2 — 2H + Let. + afd.) + Enon | (3.6) 


其 中 Sa — Be Bo BO cei 二 Cw 和 im 一 Lm) 
asy — BR FP ADE y 
dry = 8,(8,) 
Ay LAGE BA 34 G =o), —-¢ 时 ,o< 和 172。 
3.2.2 双 曲 型 方程 组 的 显 式 差分 格式 
对 于 微分 方程 组 ， 
tag +B =0 (3.7) 
其 中 ABISHERER, + A= AB =B, tE. 6) 有 以 下 Lax-Wendroff 格式 : 
a= 区 十 a, 十 a+ PGO + a8.) 十 F00,( A.B, + BA, Vday Wr 
(3.8) 
其 中 nA" 让 ,0 一 B， . Ž = o= È ER ABABA 
设 41,B 的 特征 值 分 别 为 如 e, 则 写 出 差分 方程 的 放大 和 抢 阵 G 后 ,由 其 特征 值 (GG} 
RE pro ;满足 | tt] el 得 稳定 性 极限 为 ， 


È 
Femax{|Aal lài E (3. 9) 


3.2.3 输 运 型 方程 的 差分 格式 
考虑 方程 : 


u, u, du 
x ar + a ay 
这 是 抛物 型 方程 ,人 与 纯 抛 物 型 有 许多 差别 , 当 流 场 的 雷诺 数 Re 较 大 时 ,(3. 10) 右 侧 按 


其 物理 意义 为 和 为 很 小 ,方程 具有 双 曲 型 性 质 ,通常 用 中 心 益 分 ， 
uss = (ra + Bahai ry + Pathway + C1 — ra — 27) 


€3.11) 
$e = Deh + Oy li 


其 中 ==， ieee ? race s Ena . A 

稳定 性 分 析 得 稳定 性 条 件 为 | v 当 a ay shy = hy By ,0, =o, 
1/2, 

事实 上 ,上 述 稳定 性 条 件 是 二 维 平流 方程 与 抛物 型 方程 的 选 加。 这 种 结果 很 有 启发 
考 , 说 明 在 解 问题 时 ,对 流 项 与 耗 散 项 可 分 别 求解 后 加 以 选 加 ,每 一 过 程 均 用 自己 的 稳定 
性 限制 。 

输 运 型 方程 组 就 是 类 似 于 N.S 方程 的 方程 组 。 如 ; 
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U F  G ae, awn 
eae a ae Ta aa (3. 12a) 
Bl , 
U a a 8 > 
yO oe Oa 0 (3. 12b) 
采用 MacCormack 格式 , 耗 散 项 用 中 心 差分 ,得 ; 
Uh =U — ELA En Mie VUn) ] 
— ELA, Cn — Tijm V Um) ] (3. 13a) 
¥ 
n+ 1 atl k ati RFI mi 十 1 
U m = 人 0 十 Ue g LVE Ba EAS )] 
-žive - a) ]| (3. 13b) 
J 
APA A, ASENA, Vo V, 为 空间 后 差 。 设 dc=Ay=h =r AnH ded BE 
性 估算 法 为 : 
La 1 a lal, 47 
M Na | Bien > h Th 
所 以 
< K 


(3. 14) 中 的 了 是 运动 粘性 系数 。 常 漫 下 ,空气 的 了 约 为 5x tA AR 
Euler 方程 的 特征 值 ,通常 是 300 米 / 秒 的 量 级 ,六 为 10”: 一 10 一 米 量 级 ,因此 53. 14) 中 的 
At EE h A/2|A RA. 


3.2.4 BARAR eE 


用 上 述 显 式 方法 解 二 维 癌 题 稳定 性 限制 较 一 维 流 更 加 严格 。 尤 其 在 解 航 空 航天 工程 
的 实际 流动 时 ,由 于 Re 较 高 ,水 疣 边界 层 是 主要 的 粘性 影响 ,在 鉴 面 没 法 向 十 分 薄 的 区 
同 内 ,物理 量变 化 甚 快 ,因此 粘性 流 区 内 通常 要 求 Ay 和 Arz。 稳 定性 极限 为 ， 


1 1 i [hm| | 27 
Ad, ~ Al TT 十 Algk = Ag + Ag? 


At, Alpe Mnh Ay Ay’ 
Ag 


1 
l E "a 27, | Aan | + HE 
Ax Az? Ay Ay? 


AE < min(Ar,,At,) 
BY Oe, KOs, ARERI EDEN Ai, 来 反映 ,时 间 步 长 主要 因 Ay 小 而 大 为 
减 小 . 如 在 计算 (Pi 一 已-u) 时 也 用 同一 时 间 步 长 At,, 则 大 大 浪费 机 时 .下 面 设法 将 


二 维 问 题 分 成 两 个 一 维 问题 分 别 求解 来 节省 机 时 ,提高 效率 。 
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为 了 说 明 问 题 , 先 从 无 粘 的 方程 作 一 个 方法 上 的 分 析 与 介绍 ,再 用 到 粘性 流动 中 去 。 


ar 2 
a ct F = a 0 €3. 15) 


HAE APEC. 1) 略 去 粘性 项 ,并 将 原 方程 的 Fi,G 分 别 写成 下 ,G 而 得 到 。 
(3. 15) 69 Lax-Wendroff 格式 为 ， 


d g 
priri siralar HAS 


(3.16) 
+% [ a? mtd ; + (AB, + BA) 5 = SU + ow 
oF aG 
其 中 4; 一 ap? B= a 
令 一 维 算 子 
LADU” = [T + WA, 2 + a at Z Je + OR) (3. 17a) 
LADU = [7 + wB, - n ae Zur + 00) (3. 17b) 
F Ax=Ay, KR: 
[LADLAD JU" [7 + MB, = = ae . T+ AA 2 + A a Zv +O) 
ta 到 
i 如 2 Ea 2 a n 
| +A. [aiat BiS + B + BAD 这 ale + OW) 


如 果 ABS BA » : 
UT = Lh, (Ad LAr) Je" + OG) (3.18) 
保持 二 阶 精 度 不 变 。 
令 一 L(ADU", 则 ， 
U 一 os a 


每 一 步 均 满 足 C.F,L. 条 件 , 即 ， FE <1, alg <1, X Ar=Ay, iac iE, 


MS La=A He aD, 2 ANRETT: 
Urti = | expé 2\y- 


= LexpA(Ly + Ly) J 
= LexpéL,,expkl,,) JU" 


He, Rs 3 
= [As E? Zr) ETA + Ern) ju + OF) 


= L(A CANU” 
这 就 是 (3. 18) 式 ,但 当 ABEBA X Ayar 时 ,应 采取 下 列 措施 
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= ALB, AA, 
为 保证 精度 , 令 

UH! = expk( Li + Ly" 
& 


> L pexpkLaexp -a | U” 


= [exp 


= [ntn Jo (3. 19) 
Uti exp2e(h., + L,,)U" 
| = {expkl nexpkL unexpkL, expkL, | U" 
= [L, CL (AL, (AL, CR) JU" 
= AyAr 
H Re 很 大 ,7 48), ATEX Ea ce TE eT RT i lan <1, | Are ies 得 : 


Ate CAE ag Ar, 一 般 取 m=: 为 正 整 数 。 加 Az 一 100Ay; 则 A, =100A4,,M 
| An | An | 2Ar, 
二 50, 于 是 ， 
了 Ai, n 
oH = | Leh. arb u 
DRL 步 数 减少 ,效率 提高 。 稳 定性 限制 放宽 也 使 效率 提高 。 
= yÑ OF 0 95 WU aa _ 
SS Tae ay 去 (7 ag! ay? ay 8 的 MacCormack 格式 为 例 
FE y Ar 
LU = Ulin ~ Thing 


Ay (Gm = T oe ) 


A 


ahb Tp ee wv F nahi 
ora Uhn + UT — ei A (3, 200) 
重复 M 次 ,得 到 UT, 


AFi = +t At 十 二 +4} apt 
= A 


ua = LoT Ay Ey. -FT AUT) | 《3. 20b) 
Ly 再 以 UH 为 初 值 ,每 次 步 进 (1/2)M ,总 共 步 进 M 次 ,与 (3. 20a) 进 行 类 似 计 算得 


还 有 一 种 解决 办 法 是 在 LARA L MAEA ,使 L, 的 2M4 次 选 代 次 数 减 少 , 因 隐 
式 人 允许 用 较 大 的 时 间 步 长 ,但 隐 式 每 步 计 算 较 显 式 需 要 更 长 的 时 间 。 

四 ,推广 

在 同一 流动 方向 ,如 y 向 ,还 可 将 对 流 项 与 耗 散 项 进行 分 裂 计算 ,允许 对 流 项 用 特征 
线 法 ,而 耗 散 项 用 其 他 方法 , 蔡 物 理 方程 中 包含 多 种 影响 ,如 两 相 流 中 各 相 的 动 基 方程 能 
BAR RRP HLS RY DERM ALR ES Ait. RET 
裂 式 采 用 合适 的 格式 ,要 求 : 

* 与 源 方 程 相 容 ; 

* 达到 一 定 的 精度 ; 
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这 就 是 物理 分 裂 的 概念 。 
3.3 二 维 抛物 型 方程 的 隐 格 式 与 ADI 方法 


3.3.1 隐 格 式 与 五 对 前 稀 芍 和 矩阵 
对 于 方程 


用 Crank-Nicolson 格式 , 即 : 
exp| 一 (Di + DÈ) jew = exp| 二 (了 + Dj) |e 


车 D=0,./ Ar r Di =n Ay", WG : 


(3.21) 


#41 
[z a Uais + U jim) + 《1 十 rr, + Ty IU p,m = eee + aa | = g 


EP r=, A rne, zi HEMEL" 组成。(3. 22)7 写 成 矩阵 形式 为 ， 


0 一 奖 _ fs Tn 
2 0 2 ltr +r, > 0 2 9 0 
i 0 0 -2 _& pas — * 
2 0 2 Itr tr 9 0 2 0 


Dj ml 


(3. 22) 


这 是 一 个 (J 一 1)X(M 一 1) 的 大 型 五 对 角 稀 玖 矩阵 方程 ,计算 比较 困难 ,对 有 些 必须 
用 此 方法 求解 的 问题 可 直接 求解 ,但 对 不 少 问题 用 较 简便 的 ADI 方法 较 好 。 


3.3.2 ADI 法 (交替 方向 隐 式 法 ) 


—.Peaceman-Rachford ADI(Alternating Direction Implicit) 方 法 
EM Crank-Nicolson 格式 (3. 22) 出 发 ， 


k 


k : : 
exp] z Pi + ps) |u ee [exp 5 (Di + D |v 
aD ĝa Ar a Di=s,/Ay’ M: 
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pees ats ; att __ Fr se | Ta 
4 8,.] {1 oj (a+ TAES 23, |U (3.23) 


Lot ARTES SO RB OG) ,具有 时 间 和 空间 的 二 阶 精 度 。 Wi £78.08, 
Sil cape r REREH. 23? 的 精度 ,网 有 ， 


r 


a urn (1 4% ay ees me Je" 


k k 
HP r=, partes parh=Arm Ay, 
ADI 法 为 : 
£ = Cae -|1 Balu (3. 24a) 


[i 一 2a, jum = Ẹ + na UT 《3. 24b) 


这 样 做 每 一 步 均 解 三 对 角 和 矩阵 。 但 必须 指出 ,上 述 ADI 法 在 前 一 步 是 条 件 稳定 前 , 即 
。 到 第 二 步 完 成 后 才 达 到 恒 稳 的 要 求 。 
二 、Douglas-Rachford 法 
用 全 隐 式 离散 (3.21), exp —-A0D2 + DD) JU" =U", eee a 
(1 一 rd — Ty) OO 一 
进行 ADI 得 : 
(1 — ral UT = (1+ 7,8,)U" (3. 25a) 
(1—7,6,)U77 = UF) — 76," (3. 25b) 
kG MS fH rr ba U HARA OC) , 略 去 不 影响 精度 ,当然 保证 恒 稳 。 
RAG. 35 的 每 一 步 均 是 恒 稳 的 , 则 可 以 引伸 到 三 维 问题 中 去 ,因此 使 用 广泛 。 对 三 


维 流 动 ; 
(2 raða) UTE = (1 + rd + ba) U" (3. 26a) 
(1 ry T = UT — 8 (3. 26b) 
(1 rd = UH — 780" (3. 26c) 
三 .D?Yakonob 法 


D’ Yakonob 法 与 Peaceman-Rachford ADI 方法 的 区 别 在 于 分 裂 方法 不 同 ,出 发 方程 
是 (3. 23)。 它 将 (3. 23) 式 分 裂 成 ， 


[1 — Faulu = (14 aal (1+ Zay) 0 


tpt 一 prt 


本 


3.3.3 ADI 法 的 边界 处 理 


前 面 引 入 的 (3. 24) 式 简称 PR 法 ,(3, 25) 式 简称 DR 法 。 两 种 方法 的 中 间 步 与 原 方 程 
不 相 和 容 , 这 是 很 明显 的 ,因为 只 离 获 了 方程 的 一 部 分 ,因此 Cr 二 没有 物理 意义 ,只 是 计算 
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让 的 一 ' 个 中 间 过 程 。 但 为 了 解 出 结果 必须 
给 出 中 间 步 的 边界 条 件 。 如 图 3. 1, 左 边界 
go(z) 与 右边 界 g(x) 均 已 知 , 对 DR 来 说 ， 
UT = rsp U riU ,在 边界 处 
UI UL 已 知 , 故 UT 可 直接 求 出 。 对 
PR ,将 Cr 二 作 未 知 数 ,使 (3. 24) 式 的 二 步 
相 加 得 : 


"tI 理 
U ila + 28); 


— 十 1 
+a = Banu | 


对 定常 问题 ,U 不 随时 间 变 化 , 则 在 边界 处 U7 二 UU" 一 U,。 
3.4 ”二 维 双 曲 型 与 输 运 型 方程 的 隐 和 格式 


流体 力学 中 常见 的 非 定常 Euer 方程 是 双 曲 型 方程 ,N. S 方程 是 输 运 型 的 . 隐 式 求解 
方法 很 和 多 ,下 面 主要 介绍 近似 因子 法 (Approximate Factor Method, 简 称 AF 法) 和 
MacCormack 隐 格 式 等 。 


3.4.1 AF 法 的 基本 原理 
BBA TE: 
一 十 二 十 空 一 0 《3. 15) 


用 隐 式 离散 ,然后 用 ADI 法 求解 。 便 是 FE,G 是 雯 的 非 线性 函数 ,怎样 将 未 知 变量 从 
PoE C ”中 分 离 出 来 而 不 严重 影响 其 精度 是 一 个 大 问题 。 Beam 等 较 好 地 处 理 了 这 - 问 
题 , 现 将 其 处 理 过 程 禾 述 如 下 。 


一 .由 Taylor 展开 式 写 成 隐 式 差分 式 
Dt? = Et 十 (2y Ag+ abe Af + OCA) 
= OT + Dae — ala om — (Ea eos a ¥ + Ooa 
MAHR, F.: 
gem SRT a (AER -E oa 
ae E, ZET, cs. 1, 
yH =y” 3 J+ oa) (3.27) 
二 , 线 化 处 理 
上 式 中 | 坚 十 绽 ]” 无 法 直接 求解 ,处 理 如 下 ， 
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m 十 1 一 EIS 7 a [ZF "A? 
F= FUY) = F +(2 Ag+ == | ;2 

= E + ACU — Ur) + OR?) (3. 28a) 
Cla G+ Batre! — Uh + OR) (3. 28b) 


其 中 a-EB- 2 为 Jacobian 矩阵 。 
SEAS. CRU RA 天 与 G 中 取出 ,但 时 间 上 只 有 一 阶 精 度 。 
三 .FF,G 为 齐 次 国 数 情况 下 , 即 中 (= 证 (时 的 简化 
F= AU ,G= BU {ŁA (3. 28) 得 ， 


pA — F + A’ ‘Gian ts ry ie Antti K f = AH (3. 29) 
再 代入 (3. 27) 48: 
yc Sf ae AY Ae 
Bp, 
人 
或 写成 ， 
[7+ tla 24 P um =fr Efa fae 3) Je (3. 30) 
四 .ADI 


eree sotmi, [E [ EU a MEE 学 toca aR Re 


原 精度 。 关 于 Ur+: 的 项 加 于 左 侧 , 关 于 U 的 项 加 于 右 侧 , 则 由 (3. 30) 可 得 ， 
Peale) GF el al 


再 用 PR ADI 方法 ， 


Cr+ £(242)"Jor = [r t) p er 
+ 和 =- "Jom (3. 31b) 
EK D’ Yakonob 方法 : 


[r+ taa: "= [1 = a 2)" [1 a | 2B +)" jw (3. 32a) 


[z + aA a)" lust =u (3. 32b) 


这 是 当时 的 AF 格式 ， tk Beam-Warming #0 VRE I ,但 其 中 缺点 较 明 显 ， 
* 差分 方程 中 守恒 性 作 了 近 信 的 处 理 ,不 严格 守恒 ; 
“PR 分 独 格 式 中 间 砂 与 原 方程 不 相 容 , 使 边界 茶 件 不 好 处 理 ; 
， 每 步 计算 时 间 较 长 。 


3. 4.2 Delta 型 Beam-Warming 4% A, 
为 提高 解 题 效率 ,保证 中 间 步 相符 ,要 对 格式 作 些 修改 。 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


warms cy m—aefre taa] Jor [AY Yee Te 


dE L 
与 原 方程 不 相 容 。 用 Taylor 级 数 展 开 上 式 左 右 两 侧 得 ， 


up ey bay. ež). z 
— yji JA 站 = a Epa . 32 + 3 fe ce 
=v -3(F- er ay + dx Ie" + 
So ee Eao, en 15) 不 相 容 。 
1978 年 Beam a 31) 403. 32) 提 出 如 下 修改 ; 
令 6" =U" 0" RG 2D RH: 
kf , G\ | (oF _ Æ yn JÆ G 
a= Fa Fe Bl 4 (E+ SB) E 十 | 


& F" = E p" = A UHU) = AU” eG = BoU” 1G 
„n _ Š [247 JB" + ae | ; [a OB" eryn 
aU" = [2 fe ee er Em Ja] 


2 ax ay ax 
所 以 ， 
[7+ (a, Se Jour =- af + a Pals (3.33) 
按 ADI 方法 ， 
k aA" 7 JA” dB" +\,,, 
(r4+4 pm | au =- au (3. 34a) 
k aB z 
(r+ $E Jy “| aur = ar (3. 34b) 
Ut = U" + Bu" (3. 34c) 
这 称 为 Delta 型 Beam-Warming 格式 。 可 证 明 中 间 步 与 原 方 程 相 容 ， MRM SAS 采 


用 中 心 差分 的 形式 , 则 这 就 是 解 两 个 块 三 对 角 答 阵 的 问题 。4,B 中 块 的 大 小 由 忌 中 所 包 
括 的 变量 数目 类 定 。 如 对 一 般 二 维 Euler 或 N,S. 方程 ,4 和 B 是 4X4 短 阵 ， 


3.4,3 Beam-Warming 格式 的 差分 方程 


用 原来 的 Beam-Warming 隐 格 式 求解 问题 只 能 保证 时 间 一 阶 精 度 , 其 空间 精度 与 空 
闻 差 分 格式 有 关 。 为 保证 空间 二 阶 精 度 , 取 中 心 差分 , 则 其 差分 方程 (3 32 形式 如 下 ， 


yT a E k JB" “| 


2 dy 
k OA | att _ &aA"> a+ 
[+$ ak = Ír ae 
& aB" + +i a+i 
[r+ 2 ay ju U 
BH 
att it k nm Tt 
ue = Us 一 ree Bi ctl jm = B aU ma) (3. 35a) 
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Ri i i 
| (3. 35b) 


=U EE Bin A 


emt Ar itt PTV dyn 


Ue ea a aU, (3. 35¢) 


1 


可 以 证 明 , 此 隐 格 式 是 无 条 件 稳 定 的 .计算 表明 ,在 物理 量变 化 剧烈 的 地 方 , 无 论 是 原 
格式 (3. 31), (3. 32) ,还 是 1978 年 提出 的 Delta 格式 (3. 34)，, 每 项 后 面 均 要 加 4 阶 人 工 耗 
散 项 。 

通常 加 于 (53. 35) 右 侧 的 值 分 别 为 ， 


w a Te š 7 n n " 
(3. 358): 一 TROW ha =—— esate — AU p41 + BU AU + U aa 


(3. 35b): 一 ras ae 


(3. 35c) : 一 may 
Mia HT RUERRAB, w ,wy 是 常数 ,通常 是 小 于 1 ER. 
3.4.4 广义 ADI 法 一 一 三 维 流动 的 Delta BA 


三 维 流 的 Beam-Warming 格式 的 一 般 形 式 是 
(P+ 4.+ A,+ A UT, — U a) = RUT m 


dnd 
kag: haps , kM. aaa 


AH A= ae Ay= "5 ay A= Je RFE 53,1 ARRAT. 
广义 的 ADI. 


CP A) BU = RU mnt (3. 36a) 
(1+ A) U na = U (3. 36b) 
(I+ A) dU", = 8U) na (3. 36c) 
Tmt = Uima + Uh (3. 36d) 


3.4.5 Briley-McDonald 隐 格 式 


此 格式 与 Beam-Warming 264) ,{B EXE Beam 格式 看 上 去 犹如 Crank-Nicolson 型 
格式 , 即 有 一 半 是 未 知 隐 式 差分 , 务 有 一 半 是 显 式 差分 ;Briley 格式 基本 上 是 全 隐 式 , 因 


比 , 它 的 ADI 更 接近 于 Douglas-Rachford 423, FEE N.S. 方程 (1. pete eo 


为 例 , 介 绍 其 形式 及 求解 方法 。 
一 Briley 方法 的 整 分 
主要 采用 全 隐 方 法 。 下 面 以 质量 方程 和 流向 动量 方程 为 鲍 进 行 说 明 。 


te sdas 2 pu) 有 2i mwh 
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二 , 线 化 
上 式 中 未 知 量 以 非 线性 形式 组 合 ,不 好 求解 。 用 Taylor 展开 ,如 ， 


nm 二] 一 a apu) su 
(pu) ipu) + | 2x k+ 
— a du ael”, on 
(uy t| ptu] k+ 


wti D pt rtl O 
coors (oat ee Lael 


= p'at + re 一 pu" i 
REAR RAAE AE LA aH ARE, A ER E E 
行 线 化 , Rae Cin HREH n”): 
a 


g ; 
et -p= a| — a ee 4 upt = pu) = to 二 uot! _ pu) | (3. 37a) 


otlu _ wpe 一 2 pu = 对 一 A ote + puu" — 2pu? + po = 二 an) | 


tal- Sl atu + pou + a — ouv — i) | (3.370) 
三 .ADI 
HAERA I+ A.+4,) 0" =HO 的 形式 ,五 内 是 一 般 简单 的 差分 ,通常 不 包括 
ERER., U= lpm p ,因此 其 分 裂 可 写成 (3. 25) 式 的 形式 : 
(1+ ANUT = (74 4,)0" 
(7+ 40! =o"! AD" 
对 质量 方程 的 ADI AE: 
P7 — p= kL 6{ al + eh — pu) + 6.(— pv)] 
ee _ on E l= 8,{ p” J up E pu) 十 3 (一 pv) | 
对 动量 方程 ， 


Flat + up" — ppu) =~ Bl pa? + put 一 2p + p — rt] 
十 人 [一 ri, 一 2puvj 
=| pu 4 ug — pu — up) =8,[— rf, — 2puv] 
— p [pw + ul" pu + pu] 
HERI “cA HETERO Th a 
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HEDA nt RO, 


OG REE A ERAR 

上 述 差 分 方程 本 改写 ， ,2 分 别 用 中 心 差分 代 之 。 写 出 差分 方程 后 可 得 ; 
Gb BS op = dl, (3. 38a) 
Ga (3. 38b) 


式 中 $=(prususe)” Gy bcra p, Yn 层 变 量 的 值 所 组 成 ， 为 已 知 值 。 2 为 (3， 3&a) 式 
求 得 的 值 。 对 二 SET Ae AL ab 109%, fy yE 4x4 ER, 
AR ASS — XS ER AB TAER AEE E.: 


nt] 
by ay 0 0 $i Di a : 


My 
> 

S 
d 
ho 
T 
a 
3 


© 
La 
s 
“| 
È 
i- 


RER LA AERE, BIRARE A Be A A 5p RER RE BD 
Ax = b> Lx =b 
HP LETSE U 是 上 三 角 矩 阵 ， 


1 9 Oo 60 
boy 1 0 ons rs) 
L= [én i 
0 
la iae bag 1 
u a iy 
Ò Me, Ung 8 thay 
U=| 0 
: iain 


QO ss oe OG Une 
只 要 4 SRA HEE. Sock a 已 知 , 则 各 上 ,和 aii; 均 可 用 Crout LU 分 解 求 出 。 于 
是 上 述 问 题 变 成 : 
Ae ae Tg = 
令 y 一 U8 Wl Ly 二 d", 解 出 y"。 再 由 A =y ap 
上 述 计 算 过 程 都 有 标准 程序 可 用 ， 而 方法 则 可 在 线 才 代数 与 数值 方法 的 教科 书 中 技 


3.4.6 MacCormack 隐 和 格式 


仍 考虑 
一 0 (1.1) 
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| aF €) - aA + 2B) 


5 ar ar 
aes a a 
用 隐 格 式 解 上 述 方程 : 
atl 2 at 
(a) alah 


ee a es 
4 Br = a (Z) = Z =u = 0 y arh (EY, w 


[rra O24 | 9 一 各 "。 在 不 影响 精度 的 条 件 下 可 写成 ， 


[r E |r E u = a” (3, 39) 
然后 用 MacCormack 格式 求解 。 先 写 显 式 ， 
ôU” = uH =u =a E E) 


UT = op -全 -+ 和 


代入 (3. 39948: 
ar Oe 
预测 步 ， (7-# 人 A 1 — pel Bt “| au" = au" 
UP =e 
gas Ve ea 
校正 步 ， (1a SEEN g g e YAEL ayh a au (3. 40) 


aoe fw Ut getty 
HEH AH BEMIALIB FRAG BRS S IH UU 等 相 乘 再 取向 前 或 向 


后 着 分 。 
此 格式 的 优点 : 隐 式 是 一 便 差 分 ,不 必用 系数 矩阵 求 逆 术 解 ,效率 较 高 ;缺点 ;要 事先 
进行 大 景 褒 阵 运算 ,边界 条 件 处 理 困 难 。 因 此 使 用 并 不 广泛 。 
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3.5 BARB 


3.5.1 HAS PIER RUMBA 


ITHIM EAEN Z| E) 一 7 下 来 求解 。 对 时 间 相关 法 而 言 ,是 为 解决 


定常 流 方程 类 型 不 确定 问题 而 加 上 沁 的 ,因此 有 些 格 式 在 定常 时 相符 于 原 方程 , 非 定常 时 
不 相 容 也 可 采用 。 如 ; 


本 a u? a+! u? n+l 
Hea TT, un 2 l 2 | iji =| |+ rlut Ei VAa + TA 
mel "=l 
ag 5 Å A 
其 中 or? Ag? Taylor 展开 并 今 Arc>0,Ar>0 得 ， 
at af u? o Fu 1 
#4 [gi | 


由 此 可 见 , 非 定常 时 与 原 方程 不 相 容 ,定常 时 与 原 方程 相等 。 但 用 这 种 格式 解 人 为 非 


定常 流 的 定常 问题 还 是 有 用 的 。 
对 于 二 维 流动 , 方 程 为 ， 
Rtas) tala) hg tS a 
对 应 的 格式 为 : 
"+i "+ a nt1 "+ 
Him Sijn — Sis stim 7 (F) Al a 7 $ 有 | 


于 六 4 一 2 F jd F ra met — 2m + nD (3.42) 
Hoot as ae one Rate 站 
3.5.2 半 隐 MacCormack 格式 
对 于 市 的 一 维 流 方 程 也 本 采用 半 隐 的 MacCormack 格式 : 


mM; uw =u rc a un} Z5 rÍ tnt 一 out + ws) 


BE ah = tla t SE Bg at 4) 3.43) 
A EG OT PHTH Bk Te EP ot) (EO A GP PS hh 


解 , 即 . 
RFI 1 


tr = fee T a tan 人 ws, ) +í Wati 十 wa) | 


RE wT RR. 这 个 格式 得 到 的 差分 方程 只 在 定常 时 才 与 原 方程 相 和 容 。 同 理 ， 
对 于 二 维 流动 的 (3. 41) 式 也 下 用 类 似 的 方法 求解 ,这 里 不 再 罗列 。 
由 于 前 面 讲 的 MacCormack 隐 格式 也 是 用 类 似 于 显 式 的 直接 求解 ;因此 也 有 人 将 这 
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种 格式 统称 为 半 隐 式 。 


3.6 ”网 格 设计 与 边界 条 件 


网 格 设计 与 边界 条 件 是 有 限 差分 方法 应 用 中 的 重要 间 题 ,其 中 边界 条 件 在 这 里 只 能 
介绍 简要 的 原则 ,有 许多 问题 是 在 实际 计算 中 不 断 总 结 与 改进 的 ;网 格 设计 更 是 解决 实际 
问题 首先 应 处 理 好 的 技术 问题 ,这 里 只 介绍 一 般 的 概念 ,后 面 陆续 介绍 其 新 发 展 。 


3.6.1 网 拘 设计 


用 差分 方程 求解 时 , 解 域 的 网 格 取 直线 ,边界 也 取 直 线 , 但 实际 上 物 面 均 是 不 规则 曲 
面 形 的 ,从 而 存在 如 何 处 理 边界 ,将 网 客 划 分 与 边界 处 理 结合 在 一 起 的 问题 。 

一 .光滑 流 场 的 插值 计算 

l. Dirichlet 问题 

SHARWAL LS RYRBE A, KAY 
点 的 物理 量 。 如 图 3.2 所 示 , 解 区 中 五 点 的 值 


Bt ch RETE IH tn =e Eg, t Sg 


— TH Xe ER 
得 . 其 导数 | ž) tah 
2. Neumann 问题 
边界 上 法 向 导数 已 知 REARS 
导数 ,过 边界 外 到 点 (邻近 ) 作 工 的 惟 线 交 上 于 
! 好, 交 内 边界 线 于 3. HS=adz 已 知 。 
fs = afc + (1 — alfy 
2 | aes (fe — $s) __ (tz — $s) 
B Vax? + Ay i 
FREA 让 一 Ce + I 十 加 二 Cp* lhas + U—aldn ADR de, 


| _ f — fw Cel + ate +  — addy — 
arjr 2az | 2Ar 


也 可 以 用 差分 格式 选 代 的 办 法 ,但 这 些 办 法 只 能 用 在 物理 量 #$ 在 边界 上 变化 均匀 的 
情况 下 .如 果 变 化 复杂 、 剧 烈 , 那 么 用 不 同 的 导数 取 法 或 选取 不 同 的 取 值 点 时 ,结果 差 措 极 
大 ,同一 边界 条 件 甚至 会 得 出 不 同 的 解 ,因此 上 述 方法 目前 已 较 少 使 用 了 , 代 之 以 坐标 变 
换 方法 。 

二 ,几何 关系 的 坐标 变换 

将 物理 面 上 的 曲线 形 边 界 所 围 的 解 区 ,外 (rz,y) 用 确定 几何 关系 式 转变 为 计算 平面 
ERB RE mE 3. 3 中 物理 面 上 的 尾 愤 流 流 场 ,其 控制 方程 为 Euler 方程 组 (3. 15): 


ae ge eg mO (3.15) 


设 上 一 上 CT)37 一 TyD)。 A A =r, }]= y/ RCo) TE, R BEHRA x 的 加 
98 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


距 。 E= p= Pays. =007,= po ADL P= Ft R= Pe Sy hy C= Ch E= 


去 Fy, 代 入 原 方程 得 ; 


Up es BE ele 

rE RY a TR 
REEE PTR LEK. 这 样 , 计 算 面 上 是 矩形 网 格 ,求解 合理 。 对 不 间 形 状 的 边 
FR AA Fr) ,Cy) ;但 在 很 多 复杂 问题 中 ,ECx) ,37(y) 的 形式 不 易 确定 ， 


0 (3.44) 


Rn 


(a) 计算 面 (bh) 物理 面 
图 3.3 
= FABRE 
FE (sy) BEA ER A PR ER pry =C pa. y) =Cr, AEAEE, A 
Æ Cauchy-Rieman #217 UR T 3 AR: 
wlz) = Hr, y) + ilr, y) 
用 转换 关系 c= OF e FEARR RRRS CPA PIER: 
CFE) = E = AE + PE) 
LET pE p= 与 更 (7 一 Cr 形成 的 明 线 与 Ary) =C Gla, y) =C, 两 族 线形 
状 不 同 。 如 找到 的 合适 的 *=.G) 使 平面 上 矩形 解 域 转 绘 到 = FMLA RK, BIA 
到 只 的 ,使 计算 在 抢 形 网 格 下 进行 。 
例 定常 二 维 可 爪 汛 旋 流 沈 过 管 壁 曲线 为 双 曲 线 的 管道 ,如 何 将 解 区 网 格 转换 为 抵 
形 解 区 。 管 壁 时 线 的 方程 为 ， 
yi — xttan*0. 6 一 sin20.6 (3.45) 
设 = 是 物理 平面 ,其 解 区 内 有 复位 函数 ole) =r, y +(e, y FE A xz 二 sht 将 其 
转 给 到 计算 平面 , 即 ; 
z=a+iy = sh(€+i9), 
x = shécosy, y = chésiny (3. 46) 
RREHRER LER PSPREHRLEAG ERR, 
wlz) = aksh) = B(F,9) + P(E) 
取信 ,分 至 面 上 的 息 形 两 烙 区 , 即 PE p= H FE =C, 由 a) Sae) 
Hh @=$=§=C, FEC, 3 一 Cli 时, 代 人 人 (3,46) 得: 
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cca ee ee 
sh?é 十 ché l 
当 =C; 时 ,代入 {3. 46) 得 : 


ERNE ee, 
cost} siny 


可 以 证 明 , 当 7 一 0.6 时 ,此 方程 即 (3. 45)。 
两 种 平面 的 对 应 关系 如 图 3.5 所 示 。 然 后 将 控制 方程 按 :二 sht 的 要 求 进行 变换 It 


cL | PPL HB 


x 
0 03 06 0.9 $ 0 €=0.3 #=0.6 €=09 


图 3.4 ¢ BER 图 3.5 = 平面 上 网 格 

加 .Thompson 边界 拟 合 法 

上 述 保 角 变 换 法 是 由 变换 关系 式 x= 了 (5) 和 将 计算 平面 的 $=;7 一 Cs EE 
理 面 (x,y) 上 要 求 的 几何 形状 的 解 域 。 关 键 是 ,对 较 复 杂 的 形状 ,< 一 A(t) 不 易 求 得 , 目 不 

t 能 应 用 到 三 维 去 。 

我 们 进行 坐标 转 搞 的 主要 目的 是 保证 物理 面 上 物 
体 边 界 域 正好 与 曲线 网 格 钱 相 重 合 ,这 样 边 界 的 处 理 
就 不 会 有 误差 ,如 气流 流 这 一 个 二 维 贺 柱 体 的 问题 ( 见 
图 3. 6) ,最 好 应 用 极 坐 标 人 ,人 ), 它 保证 在 r =C 下 是 
物理 过 界 , 那 么 进行 边界 处 理 时 误 莽 引入 就 小 了 .解决 
绕 妹 体 流 动 时 则 要 用 球 坐 标 。 

现 假 设 气流 流 过 一 任意 形状 的 边界 ,其 一 上 xz， 
y gH yoy WARE? 我 们 首先 保证 边界 线 与 
坐标 曲线 一 致 。 设 ?= 和 二 Ci 是 物 面 边界 ,7 二 3。 二 Cs BF. We po HS 各 坐标 
线 . 那 么 ,封闭 区 pop. ;各 之 之 5 内 各 坐标 点 应 如 何 决定 ?它们 必须 完全 受 物 区 边界 
与 外 边界 的 控制 。 如 椭圆 型 偏 微分 方程 , 它 的 内 域 完全 由 边界 值 所 控制 . 最 简单 的 椭圆 型 
方程 是 Laplace 方程 ,求解 $= ~ 7Cz,y) 的 关系 即 转变 为 解 ， 


FE | cal +o 
za t Z 一 0 与 = 


EAA CR 3. 三。 :7 二 各 二 EP 
FESR D A y= o= E= foo (2 yy) 
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7=C, 
了 (外 边界 》 
| =h =C, E 
图 3.7 


它 能 满足 下 列 要 求 :正确 地 表达 边界 形状 ,网 格 正 交 ,转换 后 控制 方程 形式 相同 ,并 且 
改 用 Poisson 方程 后 可 控制 网 格 密 度 , 可 用 差分 方法 进行 数值 计算 ,光滑 物 面 网 格 能 贴 体 ， 
这 方面 的 发 展 , 以 后 再 叙述 。 


3.6.2 边界 条 件 


流体 力学 边界 分 两 大 类 ,一 是 桨 透 性 边界 ,如 来 流 . 出 流 、 激 波 等 ,允许 在 边界 处 有 质 
Ach; HAP IEB RAR MARE eS, Dee Re 
界 条 件 的 处 理 ， 

通常 进行 数值 计算 时 ,物理 量 tp To 并非 只 能 布置 在 网 格 点 上 或 格 心 上 ,也 可 
以 将 压力 等 标量 分 布 在 格 心 上 , 矢量 w,v 分 布 在 格子 边 土 ,这 种 分 布 办 荡 称 为 非 一 致 性 本 
置 ; 另 一 种 则 物理 量 全 配置 在 一 点 处 , 称 为 一 致 性 配置 。 其 道理 以 后 再 讲 。 下 面 以 一 致 性 
配置 为 例 。 

一 无 帖 流 直 壁 边界 条 件 的 提 法 

(Ya) y= 0s mw)。 tea el SB FE ear 

土 述 条 件 常 用 镜像 法 确定 ,保证 边界 是 条 流 线 。 mo 
在 二 维 情况 下 ,ji 为 x 向 注 标 ,m 为 y 向 注 标 。 设 mm。 mo 一 1 
寻 为 直 壁 面 ( 见 图 3. 8), 则 ， j-1 7 jti 


Vimy +l mig Uj 9-1 CY jm, = 0) 图 3.8 


m, +1 


= 0) 


Su  (% 
Wim 一 Bim ay | w 


ou du 
alh” waT” ae _=0 
对 曲线 壁面 应 当 用 bim m / tor 为 曲率 半径。 
PT AYRE Ah Ls BETRE] 一 0 来 达到 。(j,m。~1) 处 的 什 是 虚拟 的 。 


二 、 粘 流 直 壁 边界 条 件 
对 连续 介质 流动 , 当 物 面 静止 时 ， 
D 速度 :mw 一 0, 其 中 心 是 物 面 当地 速度 矢 ; 


D Ae ARET =T AAR ge -| z) 


Pim = Pim—it— 


F 
® ER :Pw BP jmgt1 jma TPs BP | S | ek. 
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O 压强 ;大 雷诺 数 边界 层 内 p= pine DE] =9. 

注意 :边界 点 与 内 点 格式 结合 后 要 考 虚 边界 上 的 稳定 性 。 其 实 ,边界 条 件 的 处 理 有 解 
析 边 界 条 件 和 数值 边界 条 件 之 分 ,对 不 同 的 问题 有 多 种 处 理 转 术 , 这 里 只 作 了 最 简要 的 说 
明 , 即 这 里 所 介绍 的 边界 条 件 人 处 理 是 可 殿 选 择 的 处 理 方法 之 一 ,其 可 行 性 要 由 数值 计算 的 
结果 来 验证 。 

三 ,二 维 超声 速 外 边界 的 近似 特征 线 法 

在 超声 速 流 中 ,外 边界 通常 有 特征 线 存在 ,这 里 介绍 一 种 工程 上 可 用 的 处 理 上 边界 和 
外 边界 的 方法 。 参见 图 3. 9, rims Ajme Pm Rs MOTE Bp mr RE 6 APR py pure 
等 物理 最 。 


由 于 1m i 已 Su, Mf 由 M piema fha m1 | arctan z) We 知 。 其 
=] 


iola 
P g= loun Tp M ABAR G u ABRA 0 ARAA uo 为 流向 与 法 向 分 速 。 有 两 
种 可 能 ; 


A 
(1) tan OH) j-1.m-1> Ae 


AG FE EMERDREF f—-l.m DAS m-DEHERL, RR BHP, 
则 BH ARH EE he = Byer HE Phew Bw a) PE Pin = Ops 为 此 必须 将 L RE 
3K. PME L: 
T 


定义 w=tan| 于 一 (p+9)], 风 一 tan| EHD |=, Wp 


L m 4 
AT (ej,m_1 — ium-1) 9 消去 tp 得 : 


人 一 多 lm 一 1 
= a 
L= 1 4 (3. 47a} 


Ag ml 一 Os mn) 十 ne 
AA j-1,m—11j,m—17 At, Ay 已 知 ,于 是 $A TE 
A 
(2) a tan(@+ PY into Se 


则 由 5 六 oz) 作出 的 特征 线 克 于 (一 1 me - DASG- om) RARE, 
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oT ee ee 


-nr ey oT 


用 与 上 面 类 似 的 方法 得 ， 
AY w 


i—lim—] 
L= ne E (3.47b) 


i = l 
Ay rmm @j—1,m—1) + Ay 


L 
Pim = Piim- + Ay Pmi 一 Piim) 


当然 ,可 以 用 更 精确 些 的 方法 处 理 上 这 界 和 外 边界 。 

四 ,壁面 附近 网 格 加 密 

目前 我 们 均 采 用 二 阶 精 度 的 差分 格式 解 粘性 流 场 。 好 MacCormack 格式 ,Beam- 
Warming 格式 及 其 他 二 阶 精 度 格式 如 TVD,NND 等 ,一 阶 精 庶 衬 式 满足 不 了 变 求 ,因此 
对 流 项 要 用 中 心 差 。 前面 在 模型 方程 中 已 指出 ,二 阶 精度 格式 当 Re(Ar) >2 后 在 物 埋 量 
变化 较 大 的 地 方 必然 要 出 现 数值 振 划 。 壁 面 附 近 就 是 这 样 的 区 域 之 一 ， 解 决 的 途径 ， 

(1) 用 一 阶 迎 风格 式 , 但 物 面 附近 正 是 物理 粘性 反应 剧烈 的 地 方 ,为 使 其 不 为 数值 耗 
散 所 沥 没 ,不 能 用 。 二 阶 迎 风格 式 就 好 些 。 

(2) 物 面 附近 并 | 一 0, 各 物理 量 无 法 向 变化 ,这 与 实际 情况 不 符 ,不 能 用 ， 

(3) 保证 物 面 附近 Re - AE2, 至 少 应 使 Re* Al~O(1) , 当 Re©10°~ 10°; H Ay~ 


103 y 向 分 成 100 个 网 格 ),Re，Aysz10' 准 10。 为 保证 Re + Ay 10. Mil aya 


on ET RSE ASAE RABE EB AR 
TEMPE TLR ,尤其 是 放流 边界 层 中 ,为 使 分 辩 率 提高 ， 
y~ E58 为 边 办 层 厚 度 .因此 可 用 变 网 格 间距 的 方法 合 
壁面 附近 网 格 加 密 , 远 离 壁 面 网 格 间距 拉 太 ,如 图 3. 10 
Bia. Ep: 


KELim—3/2 M e1] 
e — 1 


Ym = hp 


ek — ] = m=]. 
hm t BET E EA TER ; 图 3.10 
m: 网 格 编号 ; 
K 488 Re 与 > 向 特征 长 度 确 定 RIE m=—3/2 时 ym 一 0, 当 mm 二 5/2 时 调整 KK 可 得 
要 求 的 Ayan oe 


可 见 从 提高 分 辨 能力 与 防止 振荡 上 看 均 要 求 距 壁面 的 第 一 个 法 向 网 格 闻 距 取得 最 
小 ,然后 不 断 延 伸 按 指数 规律 放大 ,分 析 表 明 , 当 差分 格式 的 精度 提高 时 ,壁面 附近 网 属 间 
距 的 限制 可 放宽 ， 


3.7 抛物 化 N.S. 方 程 的 空间 步 进 法 


前 面 各 节 讲 的 方法 主要 用 于 时 间 相 关 法 , 即 有 时 间 项 存在 的 问题 ,可 充分 利用 初 值 问 
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题 的 求解 技巧 ,统一 地 解 出 流 场 ,但 耗费 机 时 ,占用 很 多 内 容 。 它 是 全 场 送 代 , 刀 前 尚 不 能 
满足 复杂 外 形 飞行 器 数值 模拟 的 工程 需要 。 

对 大 部 分 分 离 不 太 严 重 的 问题 ,定常 流 场 中 总 有 一 个 主流 方向 存在 {通常 为 x 方 
向 ), 各 物理 量 沿 主流 方 同 耗 散 性 的 变化 ,与 沿 其 他 方向 相 比 不 占 主 要 地 位 ,那么 可 将 沿 主 
流 方向 粘性 耗 散 变化 忽略 不 计 , 因 此 ,即使 在 亚 声 速 时 也 可 将 方程 化 为 抛物 型 。 这 就 是 担 
物化 N.S. 方程 的 由 来 ,抛物 型 方程 的 数学 性 质 及 相关 问题 已 在 第 一 章 叙 述 。 求解 抛物 型 
方程 的 定常 解 时 不 必 加 时 间 相 关 项 ,可 使 计算 共和 存储 量 大 幅度 减少 。 


3.7.1 境 物 化 N.S, 方程 的 数学 性 质 及 定 解 条 件 的 适 定 性 


一 .数学 性 质 
将 N.S. 方程 (1. 1) 去 掉 时 间 相 关 项 ,及 去 掉 粘 性 耗 散 项 中 与 主流 方向 导数 有 关 的 项 
得 ， 
at 3G 1 a 


ax 7 ay Re, 2y 


f 0 


(1. 16) 


pu Pu pe 
put p pee 
其 中 F; 一 ‚G= S= 4 du i 
puu pu +p 3 ay 
(pE+ pu We RIE, | Ou A Oe 
Pray ay 3 dy 


B= pha 4+ ht), 
C1. 16) AY fit iat AR A NEARER, RP. a Re ENa 
类 。 如 果 在 计算 中 要 利用 扫 物 型 方程 的 特点 担 初 边 值 问题 更 进 求解 ,还 须 满 足 一 定 条 件 。 
下 面 久 人 .16? 为 例 进 行 分 析 。 
ar} a GU 1 Æ PU 


T 
W ax * A ay Re, 7 aye = (p,pu,pv,pE) 
ay 
a aw C FU 
A a +B ay T Re. Oy (3. 49) 


由 (3. 49) 可 见 必须 要 求 Jacobian 矩阵 A 的 特征 值 为 正 实数 ,矩阵 AC 的 特征 值 有 
非 仙 的 实 部 ,否则 提 初 边 值 条 件 步 进 求 解 将 是 不 适 定 的 ,这 一 适 定 性 要 求 本 来 可 以 从 数学 


Fu 


上 进行 些 解释 ,这 里 由 应 用 角度 ,从 物理 概念 上 解说 一 下 。 双 曲 型 方程 3 一 oz 2 反映 了 


一 个 波 的 传播 过 程 ,如 微弱 扰动 波 的 传播 。 若 流 场 是 光滑 的 , 则 这 是 一 个 可 道 过 程 ,因此 ， 
双 钳 型 方程 反映 了 可 道 过 程 , 而 抛物 型 方程 是 热传导 方程 ,是 不 可 递 过 程 , 因 tte ee 


w= So dsr PE 内 提 Cauchy 问题 是 不 适 定 的 ,热流 只 能 由 高 温 传导 到 低 
B. LRAT in 和 的 一 个 特征 值 为 负 ,将 负 值 移 到 过 去 , 即 是 道 主流 方向 的 传 
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播 : 于 是 出 现 不 适 定 。 计算 也 证 明了 这 一 点 。 4 'C 的 特征 值 要 求 为 正 实 部 ,主要 是 因为 物 
理 二 阶 耗 散 必 须 为 正 ,这 才 使 解 达 到 稳定 ;否则 如 有 负 的 二 阶 耗 散 , 又 不 能 用 数值 耗 散 将 


其 淹没 ,必然 导致 解 的 不 稳定 而 无 法 算 下 去 。 
Z Hit N.S. 方程 的 适 定性 分 析 
由 (3. 49) 进 行 主 变量 的 变 摘 , 即 ， 


a ag 


J 
Uap Cay ae CU 


AS az T E og ay = Re. J% at Re. o& Jy an 
dy 
1 9 Q 0 
u p 0 0 
r I 
其 中 $= (p,u.v,p) = v 0 p 0 j: 
eez, 1 
puto) pu po 32 
1 0 0 0 
_ ili 0 9 
o p 
H` = v i 
一 也 + 0 
p j P 
7 一 1 
二 (一 1)a —{Y--1) F-1 
以 HORREN: 
三 ap 7 J = F$ 
1 a 1 mp 4k yri oe? 
H AH z T HBH ay Re, CH J £3.51) 
“u pp 0 0 PEAT 
1 
= 0 g = 一 a 
Ā = HAH = i P | ERE A, = j 
0 0 # 0 
0 Yp 0 u 7 


如一 4: 即 相似 矩阵 的 特征 值 相等 ， 


由 此 可 知 超 声速 时 简化 抛物 型 N. S. 方程 的 特征 值 44>0, 提 初 边 值 问题 可 能 是 适 定 
H MERER TERANA A, 中 有 一 个 值 小 于 零 而 是 不 适 定 的 ,必须 采用 其 他 


方法 。 下 而 分 析 和 矩阵 AC 的 特征 值 : 


_ oF 
AS 
0 1 
Lipy Ste = 9hu 
加 — HU v 
Of — 2? 4-07) a (u? + v*) ae eee 5 
n -;5| CEO 0 + gy 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


0 ð 
一 入 一 1] 和 7 了 一 1 
t 0 
— Duw Yu 
(3.52) 
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求 出 ATC 后 得 其 特征 值 为 ; 
0 


ga [ee 


a 
pu 


PZE 2°) | 
N 


| Yu? 一 u 一 a 
reat [e+ ea [tS 


ANDO, © Bout EE M AC 的 4 个 特征 信 为 ， 


4 i AE = 
Ay = OA, = 3 outs ope = Flee e- Mae | €3. 53) 
XE YERE Rk ERRIO BIE wa tA 0s ua tity ALA HEA 
RRE. 
REAR WAE N.S. 方程 具有 气 物 型 的 数学 性 质 ， 超 声速 流动 中 提 初 边 值 问题 进 


行 空间 步 进 是 适 定 的 ; 亚 声 速 时 如 方法 上 不 作 改 变 , 提 初 边 值 问 题 空 何 步 进 是 不 适 定 的 ， 
E 


3.7.2 o 


i rr Jo +i 
Uat = — a Un Ce] | (3. 54a) 
Ay 


41 1 人， HAs [m + Am ae 
F asd By ea +e | =e | 
afu -u ] 
Re, m Ky m 《3. 54b) 
pu FI fı 
7 ?十 f 
由 (3. 548) 得 :二 me j = j sises fafa 已 知 , 解 得 ;: 
puu fs 
(oE+p)u) UP, 
ee 
fi 
sat ls f Coie A Ih | 
= | 7 E | | 
P= 2 一 fiu (3. 55) 
— f, 一 pu 
E F 
yad 


106 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


pv P 
7 Puv i pu i : 
TEG WR : KEU, T 求 得 。 代 入 (3. 54b) 即 可 求解 。 
m pu +p py 
(PEF pv? m PE? m 
上 述 空间 步 进 显 格式 的 稳定 性 条 件 : 
双 曲 一 抛物 方程 4 at 78 Voc oO TH ig +A 多 X 一 4-1C TRAF 


dy 
(3. 12) G=0,7%,.=0 MARRIR ESS, Eo REEERE: 
1 se fe Az? _ 
ET ”27 十 1 如 1Azr = 


上 式 即 为 (3. OR MEE. SRT CHS. BFA, Ao 27, I AGT 7 E 


啊 。 这 里 eee 注意 与 前 面 及 后 面 7 所 代表 的 比 热 比 的 区 别 。 


1 
将 现在 的 问题 化 为 22 十 4 pS A ka (ATB), AZE MCS. SOR, 


已 有 (3, 53) 式 ， FES B SER A “1B 的 特征 值 。 


0 0 1 0 
il 0 


Amie 


— HU v 


laty Oiu (3 — Yu | 


B= Es 


Le DFE -GDae [VE AMH e] Y 


(3. 57) 
由 此 求 得 ， i 
u j 
i 1 
r 
u 
a, 一 (3. 58) 
Arte (uv +aVQ* — a*) i 
eae 
Gey — a VO — a’) 
wv 一 a 
= #4 7? 
超声 速 情况 下 ) ， 均 为 实数 。 令 (3. 56) 式 中 At~Az,Az~Ay, 则 ， 
Ay (u? — a® Ay 
x = a 
aa ots uv t av Q — a 
通常 粘性 项 影响 不 大 。 如 要 考虑 则 ; 
Ay? > 
Ar & (3.593 
= a ee PEEN 
2 | Aate] ma 十 (22 — g) Y 
HET E E MS] Eewa BER Ar Ta) ERRAR. 
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3.7.3 和 亚 声 速 流 场 殷 物化 N.S. 方程 的 室 间 步 进 法 


亚 声 速 抛物 化 N.S. 方 程 简 化 后 空间 步 进 的 不 适 定 性 可 先 从 物理 上 来 了 解 一 下 ,以 定 
BOr MRA IA E+ EM Fk ATS pn aL HE, BEE ul ul + 
[……], 困 此 Cj 十 DAz 处 的 物理 量 w 及 其 他 量 均 受 其 上 游 的 各 物理 量 的 影响 ,下游 各 物理 
量 不 影响 它 ,最 多 只 道 过 上 ,下 边界 晤 的 调节 进行 间接 影响 ， 

超声 速 流动 时 , 流 场 各 参数 所 受到 的 影响 可 用 前 马赫 色 
来 表示 ,影响 是 单 侧 的 见 图 3.11, 因 此 空间 步 进 是 可 行 的 , 适 
定 的 。 亚 声速 流动 时 后 面 的 物理 量 对 前 面 也 有 影响 ,车 仍 用 上 
述 空 间 步 进而 不 计 后 面 的 影响 ,不 作 修正 显然 是 不 合适 的 ,从 > 
而 解 不 适 定 。 | 

away Rl a: REO RAR, ER 
处 理 好 压力 项 是 求解 P. N. S. WA KA p BBS u, 图 3.11 
oo.7 的 综合 影响 。 

— ig =o 

此 时 求 4。 答 阵 时 可 设 p 为 常数 。 


a Æ Ieup + pu*,puv, (pE + pul 
2+ W aLe pu, pop ET 


0 1 0 6 
一 gf 2u 0 0 
u 0 


l — HU v 


(3. 60) 


— (pE + p) a PE + p? 0 u 

求 得 其 特征 值 为 u= Gouna)", RRR AERD HER, EREE LE 

SEWER. MAHL A C, 
den = Efon, 4,2) 
pu 3 pP, 

均 为 非 负 的 实数 , 故 粘 性 耗 散 项 在 步 进 时 起 正 耗 散 的 稳定 作用 ,从 而 可 大 胆 地 在 亚 声 速 区 
内 用 空间 步 进 法 求解 。 从 物理 上 说 ,由 于 池 二 0, 保 证 下 游 的 影响 不 可 能 通过 户 而 上 传 ,而 
其 他 物理 量 均 不 含有 前 传 效应 ,因此 按 纯 抛物 型 的 方程 一 层 层 往 下 算 , 得 到 稳定 的 结果 。 
若 实际 流动 中 于 尖 0, 则 这 种 结果 意义 不 大 。 

二 ,部 分 压力 修正 法 

从 前 面 关于 亚 声速 流 P. N.S. 方 程 空间 步 进 的 分 析 得 知 ,不 适 定 的 问题 主要 是 由 u< 
a 引起 的 ,而 通过 对 六 的 限制 可 改变 其 系数 矩阵 的 特征 值 ,但 不 必 限 制 p 为 常数 ,只 需 确 


《3. 61) 


保 小 于 0 的 那个 特征 值 改 变 为 正 数 。 | | 
4 (2) = of 2) +a — of 2) (3. 62) 
108 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


其 中 (一 1) 层 是 上 一 次 算出 来 的 已 知 信 ,w 蚌 小 于 工 的 可 调 参 数 . TE: 


ar 
a T Au 
0 1 0 0 
wh 2u — au(¥ — 1) — 7 lw O- De 
加 一 uy Y u 0 
uC — De +07) — YE] 7E ~ È De — hee paine Yu 
(3.63) 
_ ae eee 
# PA (OF =o 
由 此 求 得 ， Ase = 2 
æ je tay oD 
H 
H 
` w e 
为 保证 ua AF u any iy a? 必须 : 
i 
的 ue = (3. 64) 


T+ DM ™ a 
此 法 的 缺点 是 ,人 为 地 用 上 一 步 结果 的 某 一 部 分 来 代 蔡 当前 步 求 党 的 值 ,而 且 其 所 
影响 的 程度 由 当地 M 数 确定 ,因此 有 一 定 近似 性 ,对 局 部 亚 声 速 流 区 有 效 。 此 外 还 有 修正 
速度 或 修正 密度 的 方法 ,目的 均 是 人 为 地 近似 给 出 分 布 ,使 4 的 特征 值 在 亚 声速 时 不 小 
TF. 
3.7.4 Spalding-Patankar 方法 空间 步 进 解 亚 声 速 流 场 


一 .Spalding-Patanker 法 计算 要 点 

用 空间 步 进 法 解 轴 对 称 或 二 维 亚 声 速 粘 性 流 场 基 一 个 吸引 人 的 课 古 。 从 原理 上 说 前 
面 已 大 狼 解 释 了 ,可 以 用 各 种 近似 方法 数 信 求 解 。 Spalding-Patanker 解 热 传导 与 流动 问题 
上 的 一 系列 方法 可 作为 借鉴 ,现在 具体 介绍 一 些 规则 和 要 求 , 其 特点 是 非 守恒 的 差分 方程 


求解 。 

lL Heth RW 

以 一 维 常 0 ix, &, 

A + S=0 Ww iw elle 

图 3.12 上 虚线 之 间 表 示 控 制 长 度 ; 在 Az 控制 长 度 上 积 | 

分 此 方程 得 ， 
图 3. 12 
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p2), (HE + fso 


dx dx! y 
LTa Te) Ar — Tw) + Sax = 0 
Er Oty 


5 是 5 E do LAPIS. BRA ATE. 
apT p = asT x + awl y +b = > jauT we + 6 


A a= $5 say =F ar—artaw b= 3 + Ar, FO P RAPD A LORE 是 


蕴 其 东西 两 侧 的 节点 上 的 物理 基 , 故 用 asTw 表 示 之 。 这 样 的 形式 对 二 三维 同样 适用 ,只 
是 asTw 表 示 上 下 左右 各 节点 的 值 而 已 。 它 们 常常 是 用 非 守 便 方 程 的 非 守恒 离散 ,离散 时 
必须 注意 如 下 四 个 基本 规则 ， 

(1) 交界 面 上 物理 晤 的 流 道 要 相 容 

如 图 3.12 中 的 w MEEF P 又 属于 W, E w 处 流入 与 流出 的 热流 必须 用 相同 的 表 
达 式 , 即 保持 守恒 性 。 这 种 约定 常常 被 无 意识 地 违背 。 例 如 ， 

d afa Z) = kptTE— Tp) kT p — Ty) 
dx ox, Oxy 
aa eee 


d ke T y—T ke (TF 一 天 区 一 了 
的 控制 体 -| T) = elTe Te) kel HE p E = P) 


Oxy; 
就 不 相 容 了 。 另外 ,如 用 二 次 函数 分 布 ,T 也 会 出 现 类 似 问 题 . 尤其 是 对 流 项 "5 六 的 “” 的 
a N nee 
界面 上 的 值 。 

(2) 要 求 正 的 系数 

即 所 有 系数 we 与 ar 必须 总 是 正 的 ,尤其 是 考虑 对 流 项 后 这 个 准则 十 分 重要 。 其 他 条 
件 不 变 , 耗 散 与 对 流 影响 的 结果 使 一 个 节点 物理 量 的 增加 必然 使 邻近 节点 物理 量 相应 增 
加 而 不 是 减少 , 即 es 与 ar 必须 同 符号 。 

《3) 源 项 与 线 化 规定 

源 项 =5, 十 SrTr, 这 是 源 项 与 变量 有 关 进 行 线 化 的 一 种 规则 ,通常 要 求 Sr 安 0。 因 为 
arTr = VasTw + (Se + STAT PEA Cap 一 SrAr)Tp = DyawTw + Sehr = arT ra 

当 Sp 较 大 时 了 。 的 增加 也 可 能 使 Tr 下 降 , 因 ar 可 能 为 负 值 ;前 Sr<0 保证 ar>0 ; 常 
常 可 使 不 稳定 及 物理 上 的 不 真实 解 不 会 出 现 ,所 以 Sr<0 是 根本 的 。 

(3) 邻近 系数 as 之 和 必 等 于 ar, 如 上 面 的 微分 方程 中 了 是 方程 的 解 ,(T 十 C) 也 必 是 
方程 的 解 .离散 化 方程 中 要 实现 这 一 点 ,必要 求 邻近 系数 ww 之 和 等 于 ar。 但 当 源 项 也 与 了 
有 关 时 不 一 定 遵守 此 原则 。 

当 我 们 写 好 离散 化 方程 时 ,引用 上 述 规则 判断 一 下 是 十 分 必要 的 。 

2. 二 维 流 场 求解 的 网 格 处 理 

有 两 种 可 借用 的 网 烙 处 理 法 :4 法 ,控制 容积 面 位 于 两 节点 的 中 间 ( 图 3,13);B 法 ， 
节点 在 控制 容积 的 中 心 (图 3.14), 

110 


,RE 天 kp 二 者 


WA e 面 的 是 


dz 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


图 3 13 RREAN ,P 点 不 在 有 图 3.14 ” 非 等 间 虐 网 络 ,P 点 位 于 由 实 线 组 成 的 控制 
虚线 组 成 的 控制 面 的 中 心 面 中 心 , 但 控制 面 不 在 PE 两 节点 中 心 
讨论 ;均匀 网 格 二 者 是 一 致 的 ;对 变 间 距 网 格 来 说 ,B 法 优点 较 几 ,因为 控制 面 是 建立 
离散 的 基本 单元 ,以 其 中 心 点 处 的 PP 代表 该 面 内 平均 物理 晤 显然 是 方 便 的 .正确 的 ;考虑 
边界 条 件 时 ,A 法 的 控制 容积 得 另外 考虑 ( 半 和 容积 ) ,而 B 法 都 用 正常 的 控制 容积 考虑 ,并 
且 将 边界 值 布 壮 在 沼 近 边界 的 容积 的 节点 上 可 采用 平均 的 办 法 灵活 处 理 边 界 条 件 。 


3. 交错 风格 
问题 的 提出 ;在 动量 方程 中 存在 一 蔚 项 ,这 是 影响 计算 的 重要 项 ,下 面 用 控制 容积 的 
方法 ， 
tw tpr — pet pe 
op Pe Pw 2 py 一 如 
ar Br é, “BA 


这 意味 着 动 其 方 程 中 物理 量 的 变化 将 受 两 个 相间 隔 节 点 之 间 丰 力 差 的 影响 ， 

当 pp 是 图 3. 15 所 示 锦 沧 形 分 布 时 ,在 动量 方程 的 离散 方程 中 ,意味 着 没有 于 力 场 的 
作用 ,这 个 情况 将 会 一 直到 计算 结束 ,显然 是 不 真实 的 ,尤其 当 二 维 流 场 出 现 锅 齿 棋盘 式 
分 布 时 ,情况 更 是 如 此 。 如 果实 际 分 布 是 连续 的 ,上 述说 明 意 味 着 加 一 个 棋盘 锯齿 分 布 的 
压力 场 不 影响 计算 结果 ,这 显然 是 雇 误 的 。 这 是 离散 的 方式 所 引起 的 问题 ,在 质量 方程 中 
速度 场 的 锯齿 形 分 布 也 有 类 似 不 合理 情况 。 

解决 这 个 困难 的 办 法 是 不 同 变量 布置 在 不 
同 的 位 置 上 , 即 所 谓 * 交 锚 ? 网 格 .规定 各 速度 分 Ww P e E ¢ F 
He Bh ARR AP A sR … P=500 P=100 P=500 P=100 
ATE EB te P E, 切 向 分 速 亦 相 
应 布置 ,而 p.T、p 等 均 布 置 在 节点 处 。 其 优点 
之 一 ,即使 有 节点 上 的 旬 洗 速度 场 , 但 由 于 质量 方程 可 用 邻近 两 点 处 流出 流 进 的 质量 流 率 
表示 ,可 保证 不 会 使 锯齿 形 结果 作为 均匀 流量 来 处 理 ; 同 时 相 邻 两 点 锯 浮 形 的 压力 场 再 也 
不 会 使 速度 均匀 ,因为 有 交界 面 处 的 速度 分 量 来 平衡 此 正 力 差 ,于 是 随 计算 的 进行 锯 青 形 
状态 将 被 打破 。 当 然 , 用 了 交错 网 格 , 计 算 上 会 带 来 插值 等 的 麻烦 ,但 这 是 和 值得 的 。 
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二 ,控制 方程 及 其 离散 差分 格式 
输 运 型 方程 ; ‘et 2. ce Pu je +5,P=(0.u4a,¢| $= lmn ET; 


wsus j= liyu j= jl cpu tat ail 
这 种 对 流 耗 散 方 程 能 代表 一 般 形 式 的 N, S. 方程 。 下 面 取 一 维 定常 模型 方程 Ep) = 
alrt) 进行 分 析 。 


L 中心 差分 
如 图 3.18, (rus), — (ob) = T S) 一 区 Ee te 


一 维 流连 续 方程 push, Ko ETE gp tte, 


2 Fl 3.16 
所 以 ， 
€ te Fa 
SDa An + ge) 一 EEA + tr) = Fe — te) — EE e — Hw) 
uh = arte + aytw 
_ Ge. _ nL _ Te _ _ By 
ae Sr, 2 =D, 3° aw = Br, 2 一 六 十 了 
F F 
ap 一 D -7 + D, 十 z 
KPD- ,一 (pu)., 由 前 面 四 规则 要 求 ar 一 az 十 ar, 这 显然 均 成 立 ;要 求 arvae， 
av FIG ,ae—D.——=D,[1—- PS |— pf £61, Pe 称 为 Peclet MORE r. 相当 于 


粘性 系数 上 ;Fe 相当 于 网 格雷 诺 数 ); 当 Pe>>2 后 ,as 可 能 小 于 0, 违背 原则 , 故 大 Re 时 采 


用 这 种 格式 是 不 太 合适 的 。 事 实 上 ,认为 多 一 些 二 和 , 即 gz 是 线性 分 布 的 结果 ,也 不 太 
合适 。 

2, 迎风 格式 

XT Hit WH By BE 分 法 : 4 (pue <0 时 ， i. 一 fri 4 (pu), > 0 时 ， $e = Pr; 于 是， 


[dF 0}— te (Fa 0} ]— [tw (Fas 0) Bol ~Fas0) = 5* Get E rf) E 


H {a,b} =Max a,b}, Brel, 
apgp = arfer + awfw 
ap = D, + {F,,0}+ Do + (— F.,0}, 
as = D, +{—F,,0} aw = D, + {F.,0} 
显然 因 FSF. ar =ar taw; BP ae > 0 ay > 0, RE 
了 基本 准则 ,但 能 和 否 采用 要 进一步 分 析 ; 大 Re 时 人 工业 性 过 
大 ,不 合 要 求 。 
另外 还 可 采用 汇合 格式 及 半 解 析 格 式 等 进行 高 散 ,这 里 
就 不 详 述 了 。 
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三 .二 维 控制 方程 的 离散 
aoe M, | ad 
at u ax + 


x = 
dy s 


_ Hy pr 
其 中 = pup T 5 d= pop Pay 
由 图 3.17 积分 得 ， 


dD 
pefe Pias. Ay + Ay, — Ju) + Aza — J) = Se + S$r)Ar + Ay 


(3. 65) 
“0” 表 示 nde HBA. eR Pi o Aata nt "E. 
同时 满足 质量 方程 : 
=s ee ee oe a (3. 66) 


F. = (pt) Ay, Fy, = (pw) why, Fa = (pu) Ar F, = (pu) Ax 

(3. 66) XK dp— (3. 65) 得 : 
— d+? 
(fp =f Pag 了 Ay 十 (J, — Ffr) 


=t Fint = F R 
= (Se + Spiip)Ax + Ay 
其 中 


J. — Fate = | pup — PË) 一 (oo 和 一 ae( 如 一 各)， 


as = D_{0,1 ~ Heh} {— F.,0}, 
FE 
Ju — Fate = aw (fw — br) av = Dof 0,1 — Hal} 4 {Fs0} nee 
最 后 ,差分 方程 为 ， 
apr = ashe + awfy + angy + asts + b = Saute +6 
ap = ap F ay + ay + as + ap + Spår + Ay 


a = FRE DY = ScAz + Ay + als, 


D= DAY p, a DA p DAE p o DAT p „Dô p _ Pute 
Ör, OL ÔT, Ôr r, re 


注音 将 时 间 相 关 项 与 其 他 隐 式 项 归并 于 as 中 一 起 处 理 。 
~ SIMPLE 法 求解 抛物 化 N.S. 方程 组 
L LAB EDA 
按 已 讲 过 的 办 法 将 动量 方程 等 分 开 求 解 ,但 源 项 中 压力 项 要 专门 处 理 。 令 s 一 所 十 
于 vate pop +p A « "APE. OARS 2 向 动量 方程 为 ， 
at? = Yayin +b + (pp — PEA (3. 67) 
113 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


EE u HAE e 处 (交错 网 格 ,控制 容积 为 40:92 是 猜测 值 ,zx 是 要 求解 的 预测 值 ; 
其 他 均 是 已 知 值 。 
同 理 ,y 向 动量 方程 为 ; 
a = Dave +b + Cpi — ph)A, 
FAR au, 一 ST aut 十 五 十 (pr 一 pz) A, C. 67) 相 减 得 ,ac = (p, — pA, FR: 


i= uy + dipr pe)» d, = A, fa, (3. 68a) 
问 理 
Ta 一 Us + d,( pp E PN)» dn — Arlan (3, 68b3 
因 质 基 守 恒 有 ， 
dpu ace 
ar + ay 0 


Cpu) 一 (ou). lay + Cio) — (pv), lar = 0 
将 C3.68) 代 入 ,得 ， 
appp = agpr + awpw + aypun + asps +b (3. 69) 

其 中 ;ar = pd.Ay. aw = Pudwdys an = Pd, Ax, as = pd, Ax, ap = ag + aw + ax -F as, b= 
[pw Je Coe”), JAy+ Cee) er ),]Ax。p 值 分 布 在 节点 上 ,可 用 线性 插值 法 给 出 。 
这 就 是 压力 校正 方程 。 

2. SIMPLE 压力 连接 方程 的 半 隐 式 求 解 

SIMPLE 是 Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations 的 简写 .求解 过 程 如 

F: 
M AREEN p*; 

(2) RAR AME uu"; 

(3) 求解 压力 校正 方程 得 ; 

(4) R p=p* +p; 

(5) SR test; A C3. 68) zh, 

《6) 求 了 等 其 他 参数 ， 

(7) 将 疡 作为 一 个 新 的 户 "重复 (2) 一 (6) ,直到 解 收敛 。 

3. Fit 

(1) 为 了 使 p' 的 校正 方程 直接 导出 ,将 速度 修正 方程 中 D) ast, >) aut y 均 略 去 ,说 
明 校 正 压力 对 邻 点 速度 的 影响 不 考虑 ,因此 隐 式 是 不 完全 的 , 故 称 为 半 隐 趟 。 这 样 的 略 去 
是 允许 的 ,因为 只 要 解 收敛 ,最 后 选 代 得 关 =0,6 0, 不 会 改变 最 后 结果 ; 

(2) 实际 计算 中 通常 由 b= 1075~ 107° FE ye BR AY FOB 

(3) MPRARILAR SORA RUDE KARER. ASABE RHE 
法 中 有 介绍 。 
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BOR ”应 用 计算 流体 力学 专题 


20 世纪 80 年 代 以 来 , 随 着 计算 流体 力学 在 航空 ,航天 及 其 他 工程 领域 复杂 流 场 计算 
中 的 广泛 应 用 ,应 用 计算 流体 力学 得 到 了 蓬勃 的 发 展 , 计 算 方 法 及 网 格 生成 技术 等 均 有 了 
巨大 的 改进 .本章 氟 以 专题 的 形式 对 其 中 的 部 分 内 容 加 以 介绍 ,包括 二 挤 精 度 的 总 变 差 递 
减 (TVD) 格 式 的 机 理 ;高 阶 基 本 无 振 萝 (ENO) 格式 的 分 析 研 究 ;定常 流 数 值 计算 时 加 快 
收 钱 的 措施 ,如 LU-SSOR、LU-SGS 方法 ,人 工 压缩 性 法 及 预 妹 理 法 (Precondition), 非 结 
枸 两 格 必 分 区 结构 网 格 生成 等 。 


4.1 二 阶 TVD 格式 的 分 析 


第 二 章 中 曾 介 绍 过 总 变 差 递 减 (TVD)? 格 式 , 主 要 说 明了 NND 格式 和 构成 TVD 格式 
的 条 件 。 在 上 述 内 客 的 基础 上 ,本 章 将 对 TVD 格式 的 机 理 作 进 -- 步 的 分 析 ， 


4.1.1 由 一 阶 迎 风 烙 式 枸 成 二 阶 TVD RA 


对 于 微分 方程 ; 
“jaso (1.58) 
其 中 ea>0。 上 述 方程 的 一 阶 迎 风格 式 为 : 
ET = alt t) (1. 63a) 


前 已 证 明 , 这 是 符合 TYD 亲 件 的 ,但 过 激 波 抹 平 太 强 ,反照 正 耗 散 过 多 。 
(1, 58) 8} Lax-Wendroff 格式 为 ; 


t z aq a A A a 
本 = i — o =u) 十 recs — 2u, + uj Mere) 
可 改写 为 ; 
m # g A a a 
a"! = (1 — 8) — is = ae 的 a 


前 已 证 明 , 这 不 满足 TVD 条 件 。 现 将 上 式 改 写成 下 面 的 形式 ， 


= +) (4.1) 
此 式 右 侧 前 两 项 即 构成 一 阶 迎 风格 式 。 右 侧 第 三 项 用 Taylor 级 数 展开 可 得 为 : 
a Fu 
il eas ee 


TULEA- BH ne Re 1 — 0 28 Vt one SER — IE ARR 
2 ) #4 AA. BD — Gp A ET AK. m Lax-Wendroff 格式 是 减 去 的 耗 散 过 多 ,致使 格 
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式 精 度 虽 提高 但 TVD REA. ARTE Lax-Wendroff 格式 人 4. DH BH LT REET 
阶 耗 散 ,使 得 既 保 证 TVD. 又 保持 二 阶 精度 ,事实 上 是 可 以 的 。 
一 涯 的 变化 率 
要 求 芭 的 变化 是 单调 的 ,如 何 通 过 限制 负 耗 获 来 达到 ,人 们 发 现 可 用 uj 的 变化 率 来 
进 得 限制 。 上 有 具体 作法 ,由 前 面 的 Lax-Wendroff 褚 式 (4. 1) 可 得 : 
uy = — chu’, — qC Aus — Au” _,) C4. 2) 


a 
其 中 =F (l—o) A = A 


用 变化 率 限制 , 设 9 一 全 2 代入 


1 
Fave 


i aut [o tagt — D Jas, , (4.3) 


4 otal 于 一 一 1 ,具有 0<s<1, 则 可 满足 TVD 性 质 ,此 时 ， 
Faa 


„+i 


w+ (4.4) 
由 (2. 138) 41; 
oe a al! re ea a T a 
因此 满足 TVD 条 件 。 


过 去 对 ;无 限制 ,使 得 Lax-Wendroff ERRA TVD 性 质 , 即 对 一 阶 迎 风格 式 反 耗 散 
过 多 。 通过 上 述 分 析 有 : 


i O<s< 1 MO<e+ ao] (4.5) 
所 以 
eet et a T a 
I+; ~¢ 1) 20. 5~¢ D2-1, lvoe 
得 ， 
a—] 
oS ite (4.6) 
L601 ye l 
M1it+ 2 G DS a? th: 
a 
Waa (4.7) 
og 
最 终 得 Cm 
二 ,限制 器 
现在 分 析 上 述 对 ; 的 限制 可 通过 对 C4. 3) 引 入 速度 变量 限制 器 (加 来 达到 ， 
Taam u, 一 chu’, 一 al A E 9 au- 
%1 (4.8) 
n v9 时 
= Ej 一 ag 7 a. pe Au, 
it: 
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Fa 
ge lesg ei (4.9) 
re 2 
Wa. 3) 要求 0 所 Q 所 1, 才能 满足 TVD AE. 
#41 
令 一 2— ý WA 9) i: 
Fad my 
0<(+qQ)<1 (4.10) 
从 而 
一 2 SQZ, Heil (4.12) 
l a oo io™ a Ed mA x 
控制 器 多 与 总 之 关系 是 
itt 
Q= (4.12) 
Hag 78 
因为 70, Am 4. Dip MIP QS 0, BN ?320， op20, 4 — J 所 之 ,于 是 
TVD 要 求 变 成 ， 
gp 2 2 
UES 7 富民 OED STIG (4.13) 
现 分 析 取 不 同 限制 器 上 (77) 的 情况 : 
Cl) jn)=1 
ui) 一 u — cou, =o | Au; -— Åtal 
= PO gt ~ 2u5 + ut_,} 


即 Lax-Wendroft et Saco MER <2 ;7 二 agi RRL ,不满 
是 (4.13) 式 ,因此 yD=1 时 不 是 TVD 格式 。 


(2) ¢Qp)=97 
i 7 $; 
ui u 一 | +g hen bn| | = 
+ 
= uh [ot a — 924) JAn 
其 中 
Au» 
Buz. = 4; sive An -| 
a+] n 


pa e — wh) — FO — a — wh) + FO OG, ~ Hs) 


= uf — oul — we jee =o +u 


gol 


ip 


上 式 是 二 阶 迎风 格式 ,具有 二 阶 精 度 ， a eee rl 此 时 ,ox<<2 是 其 稳定 性 
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条 件 . 但 p= i JAH <s? 时 ,7 WHE, Spee 的 要 求 有 矛盾 , 故 二 阶 迎 风格 式 


在 lesa? P TVD 格式 。 
从 上 面 讨 沦 可 见 , 当 交 与 7 的 关系 为 ISOS OH aOR YI 二 ww 一 
Yo 
区 7 a [ou tome 若 同时 满足 了 4-<?, 则 满足 TVD 的 要 求 。 
it i 


AiE PV =1—08 +7 0OS6ON <1, 5 6 =0,¢=10-1.¢=7, U EE 
TP 一 过 TEST UAE TVD, FAAAM SE TVD AR. 


= Ft TVD 格式 
l. Van Leer 二 阶 TVD BA 


人 一 


Tear An eS ea a 
2, Superbee 二 阶 TVD 格式 
Pee = max {0,min(27,1),min(7,2)} 
这 是 诸多 限制 器 中 压缩 最 严重 的 , 故 称 Superbee, 
J- Gye (P= min mody, 1) 
还 有 其 他 多 种 当 y 与 ”的 关系 式 , 满 足 TVD 的 要 求 ,如 po = max {0 minip), 
其 中 1<¢<2. 
四 、 注 意 事项 
(1) 前 面 的 TVD 格式 是 由 wan:= 二 0; 即 线性 方程 导出 的 。 由 于 gp Au, AR 
系 ,TVD 差分 格式 是 非 线 性 的 。 
(2) 在 守恒 情况 下 , 初 值 问 题 还 可 能 出 现 二 阶 精 度 TVD ÉSE 35 f OE R GE 
TVD AER IC gb MAPA IE PEE IE PE 
五 .结果 举例 
Van Leer TVD 与 Lax-Wendroff 格式 比较 


eg ee, 
ie as ea IFR] 


atl _ R — 
u, = uy — OÀ | 


l 
Wy 


= 4) — AW 一 eae 一 i 


CS ?1 rer 
=u — Eig es ee sk — — FO 
el a | 
= uf — oq m a) — F Oda — Bj + ha) 
SG aie Baa Be (4.14) 
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TH 工 一 7 1 
J — â "i „B i— a 
1+17, yl -4 1+ 17, al 
af N, Van Leer TVD 格式 在 Lax-Wendroff 格式 基础 主 又 加 上 正 耗 散 , 即 人 4. 14 BS 
右 刷 第 4 项 ,表明 Lax-Wendroff 在 一 阶 迎 风 基 础 上 多 减 了 粘性 ; 即 负 耗 获 加 得 太 多 了 ,要 


增加 些 正 耗 散 经 保证 二 阶 精 度 又 保证 TVD. 
4,1,2 由 二 阶 中 心 盖 分 烙 式 构成 TVP BX 
用 上 述 原理 构成 的 二 阶 精 度 TVD 格式 具有 人 迎风 性 质 , 捕 捉 激 波 能 力 强 。 下 面 通过 二 


RPP a= 


阶 中 心 差分 格式 构造 TVD 格式 。 
E 仍 分 析 微 分 方程 (1. 58) 式 ,将 其 写成 Lax-Wendroff 格式 为 ， 
a“ = 4 — + thy, 一 wy) + Ome — 2, + w 2 (2. 29) 


此 时 (2. 29) 式 可 理解 为 中 心 差分 格式 (无 耗 散 ) 由 于 计算 不 稳定 加 上 了 正 耗 散 而 得 ， 
此 格式 二 阶 精 度 不 变 是 稳定 ,但 木 是 TVD ,原因 与 中 心 差分 无 耗 获 相 比 ,其 正 耗 散 加 得 还 
不 够 , 现 写成 用 一 般 Q, ,来 调节 的 格式 ， 


了 


us) =a + FOF ode, ~ FA — odes — kla = DA = Q, au, 


lela = 4 
+ ga- DA — Q, dae 
(4.15) 
ay QI 一 0 时 ,(4, 15) 变 成 
2 


atl = — 
ti, u atu; wy 


这 是 一 阶 迎 凤 格式 , 正 耗 散 最 大 。 
E Q ,=1 时 ,(4, 15) 变 成 ; 


) 


atl on x n 
u =u; ou u 


SO) S 2 + ja) 
这 是 Lax-Wendroff #20, ERRED, 调节 0<Q,,; <1 可 得 TVD Hak. WRAN 


QQ 的 表达 式 为 ; 
(1) Q=min mod(1 ,7 )+min mod (1 ,7 )—1 


_ bw Ar 
Toe 一 ha $ az = Tau, ,保证 OQ (4. 16) 
(2) Q=min mod(l,r rt} 
Aus. E Au 
D = Anj- e = a (4.17) 
1+ E +rt 


因此 ,Lax-Wendroff 格式 为 中 心 差分 格式 ,为 了 保持 二 阶 精度 且 具 有 TVD 性 质 ,可 
在 原 Lax-Wendroff 格式 的 基础 上 ,加 上 可 调节 的 正 的 人 工 粘性 ,得 下 式 右 侧 的 第 二 、 三 
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项 ,形成 中 心 型 二 阶 TVD ÉDER: 
A a a 
We = (2.29) 式 右 侧 + Bu, 一 2.43 +) — Anji -@ 2 +5) 19) 


Io 


4.1.3 一 阶 偏 微分 方程 组 的 TVD BA 


对 于 方程 组 : 
a ar A JU 
ža aga eae (2. 34} 
式 中 v= (ity thot? stim) 1 = (Fy Fas Fn) A= oS Jacobian 系数 矩阵 ,通常 是 mx 
m Bt 
(2.30 AR BDTEA. ABBA xm 个 线性 独立 的 实 特 征 值 。 REPT ENE, 
《2. 34)7 可 写成 ， 
Jw oe 
+A r 0 《4. 20) 
ÀA 0 0 
O 有 
Bt o=PU,A=PCAP=| 0 -， 0 | "PP 是 由 右 特征 向 基 组 成 的 矩阵 ,P” 为 其 
Oo Om 


Wee. FEU 20) 可 写成 ， 


Jan do 
ae FA ge mI 


doy Jo, 
一 十 — = 
at haz (4. 21) 


Z 十 A, ae 一 0 
于 是 可 将 前 面 得 到 的 由 们 . 58) 所 导出 的 TVD 格式 分 别 用 于 4. 21) 的 每 个 方程 上 ， 
只 是 每 一 个 方程 的 a 分 别 由 A rAr sAn 代替 ,最 后 的 解 为 U= Puw, 
事实 上 ,Harten,Van Leer 和 Osher 等 人 均 通 过 


au | aft) 
dt az 


这 种 非 线性 的 守恒 型 标量 方程 来 构造 TVD HX RRB SMM SAM KARE 
述 。 正 如 前 面 所 讲 的 ,守恒 型 的 方程 在 求解 有 间断 的 可 压 薄 场 时 有 其 优越 性 ,因此 构成 的 
TVD 格式 具有 广 证 的 应 用 。， 


4.1.4 基本 无 振荡 的 高 阶 格式 (ENO) 


前 面 讲述 的 差分 格式 ,包括 TVD 格式 , 药 包 只 能 达到 二 阶 精 度 , 在 进行 工程 上 复杂 
ER BTR ERO BBR RRA PE EEEREN IO zy), iR 
FEA T FE BRB CET A PAR AE WR DR H EOE HIT BCR A eT Re a 
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采用 高 阶 精度 的 格式 , 则 对 各 向 网 格 数 的 要 求 可 放松 。 

另外 ,目前 在 应 用 计算 空气 动力 学 中 ,一 定 网 格 下 , 物 面 压力 分 布 可 以 用 二 阶 精 度 格 
式 算 得 很 好 , 符 侣 工程 需要 ,但 对 粘性 岸 拓 阻 力 系 数 与 热流 率 等 要 求 物 面 物 理 量 计算 准确 
后 才能 确定 的 医 , 常 常 误 差 较 大 ,无 法 满足 工程 需要 ;同时 ,对 一 些微 小 扰动 引起 的 影响 ， 
如 边界 层 转 按 分 析 中 ,要 求 对 小 扰动 源 及 噪声 等 都 应 分 辨 清楚。 以 上 这 些 都 希望 上 高 阶 梢 
度 的 差分 格式 的 出 现 。 

1987 年 ,Harten 与 Osher 等 人 提出 了 3 阶 或 更 高 精度 的 基本 无 振 水 恪 式 (Essentially 
Non-Oscillatory ,简称 ENO) ,其 特点 是 守恒 ,基本 上 具有 TVD 性 质 ,共有 一 致 的 高 阶 精 
度 的 差分 格式 ,ENO 与 TVD 相 比 ,除了 精度 提高 ,总 变 差 由 递减 变 为 有 界外 ,主要 是 在 极 
值 点 处 保持 空间 的 高 精度 ,而 二 阶 TVD BRERA AEA OE. 

下 面 对 ENO 的 构成 作 一 简单 介绍 。 


微分 方程 :总 + 98M 一 9 (4. 22) 
初 值 问题 :C0,7) = w(x) 
一 、 在 网 格 单元 建立 平均 解 
- A 
ultr) = Al ee + sjds (4, 23) 
E 


u(t,z) 是 (4.22) 的 解 。 后 面 构造 的 格式 均 是 指 由 := 一 各 到 = AFE 

二 .函数 重 构 

在 =h r= r ARR ADE Rew. be BYP Re) ,并 由 初 值 求解 
守恒 方程 : 

w, + ftw), = Ot € [rt] (4. 24) 
wit, x) = Rir, i), r E (— 00,00) 
三 .由 (4. 24) 所 得 的 解 u(x" 十 tr,x) 再 进行 网 格 平 均 
wat alt + r,a; + 9ds,j =~ 99, Sapa ;十 co 


z 


这 样 和 构成 的 解 尚 需 满足 一 系列 条 件 , 详 见 有 关 资 料 。 我 们 用 五 只 精度 的 加 权 的 ENG 

即 WENO, 计 算 了 MM 一 2.0 时 绕 平 板 层 流 边界 层 与 数 波 干扰 引起 的 板 而 粘性 党 擦 应力， 

并 与 实验 结果 和 二 阶 NND 格式 的 计算 结果 进行 了 比较 ,WENO 计算 所 取 的 网 格 数 和 其 

. 他 条 件 与 NND 褚 式 一 样 。 图 4, 1 是 无 分 离 时 的 结果 ,图 4.2 是 层 流 分 离 时 的 结果 。 由 图 

可 见 ,五 阶 WENO 宪 式 计算 出 的 粘性 应 力 系 数 与 实验 值 十 分 接近 ,效果 较 好 。ENO 格式 
及 其 应 用 目前 正在 发 展 。 


4.2 ”加快 收敛 速率 的 一 些 措施 


在 定常 或 绊 非 定常 流 场 的 数值 计算 中 , 为 了 提高 计算 效率 ,近年 来 进行 LU-SGS 
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35-order WENO 
----=:NND scheme( 二 阶 》 
口 Experiment 


gis saa 
n 0.4 
-0.5 
0 1 2 pf 
Hl 4.1 AAA WENO 和 NND 格式 所 i? 44> WENO A NND 格式 所 
BEREDAR 81x81) 7B ERR 7040 ii 81x81) 


与 LU-SSOR 的 方法 及 预 处 理 方法 的 研究 和 使 用 。 这 对 于 计算 流体 力学 的 工程 应 用 有 很 
大 的 推动 作用 , 现 择 要 介绍 如 下 。 


4.2.1 定常 流 场 或 弱 非 定常 流 的 隐 式 LU 法 


由 于 定常 流 场 计算 的 时 间 相 关 法 中 ,物理 量 随时 间 的 变化 无 明显 的 物理 含义 ,时 间 步 


长 KKAz) 只 起 迁 代 参数 的 作用 。 以 (3. 1593051 + 20+ S20 为 例 ,最 终 收 全 后 方程 转化 


为 : 


ntl 


此 时 U ->U",80" 人 0, 所 以 在 隐 式 计算 ,如 (3, 31d Ut SS yu 


凡 大 大 简化 ,即使 时 间 精 度 不 高 ,但 不 影响 最 终 的 ”的 精度 ,而 空间 精度 主要 由 显 式 部 
分 来 确定 的 ,与 总 无关 。 

一 ,LU-SSOR 法 (Lower-Upper Symmetric Successive Over Relaxation) 

1. Euler 方程 的 LU-SSOR 方法 

微分 方程 (Euler FFE): 


aT 
at 


OF  & 
ta oy 0 (3.15) 
Ha DH: 

U = (p,pu,pv, pE)" 
F = [pu, p + p, puv, ul pE + pl 
G = [pv puu, p + pewvipE + pT? 
2 2 
p= (7— Dp(E— H) 
Beam-Warming 法 ， : 
sorm pp) 亚 ” OF 0" | 0™! 
ee pel + az * ay T ay | 
= L" ~ BREDF + DF + D,G + DC] 
当 p= at (3. 27) 式 。 如 果 不 进行 PSAU ROSA ERB AH Bred eae 
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但 在 数值 求解 时 如 : 
k "+l _ R 2B 
C+ oDBU™ = G+ 55 
GAS MT RRS RE U U a Ua E ARERR, TEREK, 
现在 进行 一 些 数值 简化 工作 : 


a+] 


Ut SU (3. 32b) 


Ay ôU = ut} — 
则 Ps FU") = F + AOU (4, 25a) 
GO = GU") = G+ BU (4. 25b) 
代入 前 面 的 Beam-Warming 式 中 得 ， 
[I + BRDA + D,B) JU + BER = 0, R= DF" + DG" (4. 26) 
ER 8= 1 即 为 全 隐 式 ; 若 令 tooo MF: 
(D,A+ D,B)d8U =— R (4.27) 
车 采用 迎风 形式 , 则 更 有 利于 捕捉 激 波 。 对 (4. 27) 式 进行 和 撩 通 晤 分裂 ， 
(Dzr4- 十 万 =4+ 十 DIB + D7B*)8U =— R (4. 28) 


一 阶 迎风 格式 室 间 精度 不 高 ,但 不 影响 最 终结 果 , 因 为 8 -一 0, 于 是 (4. 28) 可 改写 为 : 
A ðU p o At OU yn a Api OU jtm = AOU jm 


+ BP OU jm — Bf ge BU jin + Bye OE mn — BedU jem = — Ris 
YE ERE TT Pa HE AB A TR TOR 
第 一 步 :使 jm 由 小 到 大 ,j 一 1,j;m 一 1,m 等 处 的 物理 量 已 知 , 求 j 十 1;m 十 1 处 物理 
RHE: 
(Atn Aji BU je + AF OO fare BT, HB DU jn + B, 


i+ 1l,m imti 


C4, 28a) 


OU na =~ Roe 
(4.29) 
x Fae Ha RA BU fA Y 方向 步 进 时 只 有 OU si 未 知 , 故 可 直接 求解 不必 
三 对 角 求 道 。 


第 二 步 : 
(AR T Ap OU je — AL mU am + (Bi, — Bi IOU jm 
es BO jma 十 Ag OU jpm 十 B, me OU jt =— Rn (4. 303 


返回 扫描 ,此 时 l,m jm 十 1 HA 已 知 慎 ， 只 有 ôU jn DEPRE ARH » BR Ra = 
HARE. TURK Sit Ha A. 


进一步 简化 运算 ， 
Atm tea Fal 
B*= E + ral) (4.31) 


ra Pa = max(|àal) 
rs = pe = max{ |às|) 
由 (4. 30) 减 (4. 29048 
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(Ata — AF pU mg H (Bee — B dU pi — Ay OU 1 — BP aU ee 
= (Aj, — ADU in + (By, — By SU jin 
上 式 也 可 写 为 : 
(DAt + D7 Bt AT BEU = (A++ B+- A — BOA (4. 32) 
D 等 为 一 阶 迎 风 差 分 算 子 。 由 (4. 31) 得 ， 
At-- A =ral, B'— B = ral (4. 33) 
由 (4. 29) 得 : 
éU* = (D A+ DPB + At+ BH R), 
代入 (4. 32) 得 ， 
(DAt + D7 Bt— A~— BODtA + DB + Att B+)OU 


=— (DF + DG) ra + rad Ge) 

(4.34) ADI: 
(D; At+ Dz Bt— A~— BU =— (DF + DG Yr, tre C4. 35a) 
(Di A-+ DIB“ + At+ BHU = ôU (4, 35b) 


方程 左 侧 的 De D, 229 — Br el Ze op BY 2B R= (DLP + DG) RR 
定 , 当 6U—0.n-~oolht , 2 FA BIT AY 2b Fe ER AE AS ER PO LB E E 
BRE Bae. HARER A PRY VD A BE ZG R 

2.N.S. 7 4249 LU-SSOR 7 + 

对 N.S, 方 程 前 面 在 讲 多 维 流 稳 定性 准则 时 也 讲 过 ,方程 (4. 36) 是 其 模型 方程 


WU, ,W_ 2U 
， oe 1a a = eae (4. 36) 
| 由 3. 2 节 知 其 稳定 性 判断 准则 为 ， 
=I 一 一 1 2 AA 4 
(ANT = CARTI + Cp) > ae + A 


AT? 
AS le 
对 空气 的 流动 ,7=v 一 的 值 为 ; 
v= 1.57 X 10 Sm’/s(300K air), 
v= 11.2 X 10 Sm:/s(1000K air) 
Pam ut al, M = 0,50 = u + aml. 5a 
ATË 
STN LEX FX 15X 340° Ar 
PALL OP oP BEB BG AT RE EE A 
隐 式 的 目的 是 为 提高 Ac. RAE CFL 稳定 性 之 限制 ,而 粘性 的 存在 对 Ar 几乎 无 影响 ， 
主要 是 对 流 项 起 关键 作用 ,于 是 粘性 部 分 只 取 显 式 , 隐 式 部 分 采用 与 上 述 Euler 方程 相同 
的 (4. 34) 式 。 
(DrAt+ DyB+— A — BONDAT + DEB” + Bt+ 4+)BC7 


(3.14) 
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=— (rg tre {LDF} — Ft) + DAG} — Gy] 
— Ga ÉU + ga DU — ga DU + ga DIU) 
(4, 37) 式 中 等 号 右 侧 Fi,G; AA Fy Gy APR. AGW D D, 用 二 阶 
中 心 差分 ,所 以 后 面 加 上 了 人 工业 性 项 ;车 等 号 右 侧 DD, A TVD NND 或 二 阶 迎 风 离 
散 , 则 不 必 这 样 加 入 人 工 粘 性 。 
=, LU-SGS 3& (Lower-Upper Symmetric Gauss-Seidel Relaxation) 
45 LU-SSOR 之 区 别 在 于 未 取 At 一 co , 面 用 牛顿 选 代 ， 


(4, 37) 


y + ac = by =0 (1.1) 
(4. 2604. 
(I/At + B(D,A + DB) aU + BR=0 (4. 38) 
8=1 时 为 全 隐 式 , 则 有 ， 
d/d + D,A+ DBU + R= 0 (4. 39) 


矢 通 量 分 裂 后 一 阶 迎风 为 ， 
[Z + DPz4+ 十 D7 Bt + D}A`+ D3 B-| dU =— R 
Hi (4. 28a) 及 (4, 31948 
[E H rat rel + CAm + Bynes? — Abia + Bini) OU =— R (4.400 


注意 : (4. 40) 中 OU 的 下 标 随 A,B 的 下 标 而 变动 ,对 无 A,B HM BU. Strat 
ra)T 二 d，, 则 (4.40) 为 ， 
[d + (47+ B7) 一 (4+ 十 吾 t)] =—R 
&.d—(At+B=L d+B +A =u, LRA: 
[idle =— R (4. 41) 
具体 解 (4. 41) 的 过 程 为 ; 
LU* =—R 
(d-'u)dU = ôU" 
fit ou aU" =U"+ av, 
上 上 述 两 种 做 法 上 只 适用 于 定常 流 与 弱 非 定常 流 , 原 因 是 在 时 间 上 与 原 方 程 不 相 容 ,时 间 
精度 低 。 


4.2.2 标量 化 对 角 拓 阵 隐 式 求 解 


对 非 定常 流 变 求 与 原 方程 相 容 生 时 间 精 度 较 高 , 则 不 能 用 上 述 方法 。 现 由 Beam- 
Warming 隐 格 式 出 发 进行 说 明 。(3. 33) 可 写成 : 


d+ Ha + È Enay 一 一 RHS (4. 42) 
T 2 ay 


其 中 RES 一 D", 
现 用 A=PsAgPa', B=PoAsPs' Pa Ps 是 分 别 由 有 4,B ERER ARLE E L E 
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阵 代 入 (4. 42048: 
k 34、 
Pad + Fn Pa 1P + 
4 PT7'Ps 一 N, 上 式 变 为 ， 


k IAs 二 二 
2 ay PeU 一 一 RHS 


k oA, È OAR. piney 
Pal+ 4 aNd +4 ay ) PE =— RHS 
用 AD 方法 求解 时 ,可 表述 为 ， 
下 gd 

Pad +5 5, 00 =— RHS 

aa (4, 42a) 
OS: TANU =— RRHS =— PARHS 

NG + 4 AD ppa =U 
(4. 42b) 
k dds 


dA + S EEU = 60" = N UPs 
2 dy 


Pa Po N 均 用 已 知 的 第 = BE SA, pbk MEREN ARERR ATH 
是 三 对 角 求 六 ,计算 量 大 大 减少 ,但 二 阶 与 四 阶 入 工 粘 性 不 能 忘记 ,因为 在 离散 RHS. 


24 : 2 时 用 了 中 心 差分 。 这 种 做 法 在 时 间 精 度 上 没有 损失 。 


4.2.3 预 处 理 法 


在 计算 流体 力学 中 ,时 间 相 关 法 (Time-Dependent Method) 被 广泛 用 于 可 压 莹 的 计 
算 , 但 在 小 马赫 数 及 不 可 压 流 中 ,此 方法 由 于 方程 中 对 流 项 的 刚性 问题 而 收敛 很 慢 , 表 现 
较 差 , 我 们 试图 用 解 可 压 流 的 时 间 相 关 法 来 高 效 池 求解 小 马赫 数 流 场 和 不 可 压 流 场 ,这 就 
是 这 里 将 要 介绍 的 预 处 理 法 (Preconditioning)。 巴 处 理 方法 对 于 求解 既 含 有 低速 流 ,又 含 
有 高 速 流 的 大 J 迎 角 流 场 非 党 有 效 , 且 可 用 于 求解 含有 大 的 加 热量 的 低速 流 场 .这 也 是 利用 
可 压缩 流 数 信 方 法 解 低速 不 可 压 流 的 一 个 途径 .当然 , 它 也 只 能 用 于 定常 流 场 种 贡 非 定常 


流 的 求解 。 
一 ,不 可 压 流 场 的 人 工 压缩 法 
定常 不 可 压 流 场 的 微分 方程 组 为 ， 
on au 
ae + ay 0 
Ju w Lop l ğu _ Fu 
ia e a ee (4. 43) 


du a 1 ,Fv Fv 
we teh oe Re lant + a> 
HRAARADAEHER ELARA, PEAARU RENTAR, 
若 用 Time-Dependent 法 , 则 方程 改写 为 ， 
tw, ww, 
a p ae 
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u mm | Lap _ l Žu, Fu 
Fa bn ae > Re art! ay? 


(4. 43) 


du a, 1a l Žv ,| Fr 
Pee Oa a Re ae) ag 

方程 类 型 人 具有 不 确定 性 ,在 不 可 压 情 况 下 具 将 双 曲 一 椭圆 的 性 质 ,在 Time- 
Dependent 法 的 前 提 下 , 即 允 许 使 用 与 时 间 相 关 方程 不 相 容 而 与 定常 方程 相 容 的 巴 处 理 


法 , 即 所 谓 人 工 压缩 法 。 


Sir lF 


此 时 方程 改 为 ; 
OP, acme 4 Wy 
a tat ay) 0 
eg tg Ms uy (4.44) 
a ag Pay Tp az” Rea dy 
a w, le lo, ay 
a “a a ay Re de y 


其 中 p=constant, . 

在 非 定常 情况 下 解 无 物理 意义 ,因为 与 原 方 程 不 相 容 ,尤其 是 质量 方程 ,但 在 定常 状 
态 下 与 原 方程 煌 容 , 把 质量 方程 视 为 “可 压缩 连续 方程 ”, 因 此 得 人 工 可 压缩 性 的 名 称 。 

2a 可 称 人 工 声速 ,pp 一 op 事实 上 计算 中 总 并 不 显示 ,于 是 ae 与 oO MARRS A 
是 由 显 式 计 算 的 稳定 性 限制 所 定 ,事实 上 a 不 能 随便 给 出 ,其 限制 后 面 再 讲 。 

可 用 显 式 Dufort-Frankel 及 其 他 显 式 方法 包括 MacCormack 法 ,当然 也 可 用 隐 式 
Beam-Warming 近似 因子 法 求解 , 现 介绍 之 。 将 (4. 44) 写 成 列 天 量 形式 : 


REEL pve =o (4.45) 
其 中 
Q = (p,u,0)',F = Cau, p + usuv)" 
0 0 0 
G = (a@v,a0,p + 0, D= |0 1 i 
00 l 
$ a=% B=% N 
0 a 0 0 0 a 
A= I Zu 0|,B= |0 t 
日 v u 1 0 2 
0 a olje o o O|ls, 
F = AQ — «PDQ [= |] 2u 0| je -d 1 | 1 
0 v wily 0 O isle 
a 0 au 
= |p + 2 ~u- p+ t4. 46a) 
2uu Y uv 
G = BQ — vDQ (4. 46b) 
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用 Crank-Nicolson 格式 离散 (4. 45), 


a Le +1 L, H+) -22 n +1 
mo a (E HE ) 十 2 C +G ) = Ra Em + LQ HT) (4. 47) 


了 "ES ĝi a hay ryt) mr 
HP Lo Le ph PLEDAT ON =Q" Qa 


E FUSHA =F 2 AQ, CH=CH BQ 得 : 


at 对 ==. D = 

(7 + FELA + LB ~ Lee 十 站 jsQ" = RHS a 
RHS = Ot[(D/Re) Ls + LR — LF" — LC") 

用 ADI 方法 可 表述 为 : 


[z + SLAY = Pla) 一 eA La OQ" = RHS — u LVA) + (VA IE 


C4., 49a) 
[7 k n D 2 = + 《 ob 
+ £U,B ÈL) 一 say Ly [OQ =Q 4. 49b) 


ERANTS Q a tt aAa + a ERATE EBUK 
We FE oe PER a Sa eR ERTS Ata Aes 
式 二 阶 光 请 项 ,以 避免 在 非 定常 的 计算 中 在 接近 定常 解 时 收 和 化 本 慌 。 

二 , 预 处 理 法 (Preconditioning) 

1. LR 

预 处 理 法 景 初 由 上 述 人 工 压缩 法 发 展 而 来 ,但 效果 更 好 ,应 用 范围 也 更 广 。 预 处 理 法 
的 实质 是 在 时 间 相 关 法 的 时 间 导 数 项 前 胶 一 个 预 处 理 和 矩阵, 因而 改变 了 控制 方程 的 特征 
{E ,使 可 压 流 控制 方程 在 低 马 赫 数 流 场 中 , 特征 值 的 刚性 问题 得 以 解决 ,这 个 方法 只 能 用 
于 定常 流 场 的 求解 ,因为 加 上 预 处 理 乞 阵 后 , 现 方 程 与 非 定常 流 控制 方程 不 相 容 ,但 相 容 
于 定常 流 的 控制 方程 ,无 论 是 Euer 方程 和 N.S. 方程 均 如 此 。 这 个 方法 收 敏 快 ,精度 不 降 
低 , 可 用 到 全 马赫 数 流 场 的 求解 ,把 此 思想 延伸 ,也 订 用 于 解决 化 学 非 平衡 流 等 求解 中 的 
刚性 问题 。 

HEAR PY N.S. ABB. 

= + E Fy) a xa Gy) 本 

前 已 说 明 , 当 用 显 式 差分 格式 求解 时 ,稳定 性 限制 主要 由 方程 的 无 粘 部 分 系数 矩阵 的 
最 大 特征 值 的 绝对 值 所 确定 ,粘性 部 分 影响 不 大 。 如 以 一 维 非 定常 无 粘 流 控制 方程 (Eufer 
方程 ) 为 例 , 其 系数 矩阵 的 特征 秆 由 (C1. 50)? 式 得 


加 ,2,3 一 [u 十 a,u,u 一 af 
OR tS ee BUD, = PE Bs BK oe M=~-=0. 01, 则 特征 值 间 相 差 100 
倍 , 引 入 条 件数 玉 


0 


. [Almax 1 
Kema by (4. 50) 
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在 显 格式 计算 中 太 的 增 大 ,反映 流 场 中 信息 传播 的 差异 , 即 在 Ar 时 间 间 隔 中 ,最 大 
与 最 小 波束 传播 的 距离 相差 KK 倍 ,使 计算 中 收敛 很 慢 。 采 用 预 处 理 方法 ,就 是 使 天 减 小 ， 
在 同一 Ar 下 , 几 种 波 的 传播 距离 类 则 ,从 而 加 快 了 收 和 化。 而 控制 方程 是 时 间 相 关 法 所 对 应 
的 可 压 流 方程 ,因此 可 以 用 时 间 相 关 法 解 可 压 流 问题 的 全 部 技巧 来 解决 不 可 压 流 场 问 题 。 
2. N.S. 方程 的 预 处 理 法 
在 (1.1) 式 的 时 间 导 数 项 前 习 一 个 预 处 理 和 矩阵 厂 
re + 2 一 Fy) ne xG- Gy) = 
(4.51 4901. DHE, BRT FE EE OP, a aU = Cp, pu, pv E) 也 改 成 


了 原始 变量 Q= (pruv TY, 式 中 


0 (4.51) 


L =p 
T 0 0 -7 
KS 二 2 
T p 0 本 
r= (4.52) 
j er? 
T 0 e 了 
È =p 
C + T pu pU T 


其 中 =F tv) 5 
aF; 


现 分 析 (4. 5.1) EBS Fe EP ACR aD OE PAA. & A= 加， 然后 求 


TA 的 特征 值得 ， 
t, — fe g 二 # 1 
RT P T C G G 
| 一 22| pi | zë 1 
A rtl 2pu i a pO] 53 
uli zy gu Qa byt CT i 1 
RT el 十 u ) T pC, PC, Fa 


式 中 心 是 等 容 比 热 ,R EAEE BERE TA 的 特征 值 : 


1 | 
Ses w= tla + Bu tal 1 a + wr] 450) 


可 以 证 明 , 当 来 流 马赫 数 M=- 世 很 小 ,二 是 O(M2) 量 级 ,从 而 保证 条 件数 天 为 O01) 量 级 ， 


困 些 加快 了 收 敏 。 

HALERE 产 的 构造 是 本 法 成 败 的 关键 ,对 一 个 方程 ,可 构成 多 种 预 处 理 矩 阵 ,因此 
衫 定 预 处 理气 阵 的 设计 准则 十 分 重要 。 首 先 , 产 应 能 请 除 副 性 并 具有 正定 性 和 对 称 性 ,这 
是 求 得 适 定 和 稳定 的 解 所 必须 的 。 其 次 特征 值 的 优化 是 重地 的 准则 ,另外 在 小 马赫 数 时 ， 
对 流动 角 不 敏感 和 没有 平行 的 特征 天 量 等 准则 也 要 注意 。 

利用 可 自流 方程 的 预 处 理 方法 求解 不 可 自流 问题 ,效果 不 错 。 计 算 时 可 采用 显 式 多 步 
Runge-Kutta 法 或 隐 式 ADI 法 及 LU-SGS 法 ( 见 4.2.1 FF), ERE KET ON. S. 方 
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程 时 ,常用 LU-SGS 法 ， 


4.3 结构 网 格 与 非 结 构 网 格 


对 应 用 于 工程 上 的 计算 流体 力学 来 说 ,由 于 飞机 .导弹 .船舶 .车辆 等 物体 外形 相当 复 
杂 ,正确 高 效 的 生成 网 格 是 计算 成 败 的 关键 问题 之 一 。 目 前 生成 的 网 格 主要 有 两 类 , 即 结 
构 网 格 与 非 结 构 网 格 。 结 构 网 格 的 节点 以 阵列 形式 排列 ,与 计算 机 语言 自然 匹配 ,便于 怎 
阵 演算 与 操作 ,本 书 3. 6 节 所 述 的 网 格 设计 都 属于 结构 网 格 的 生成 方法 。 应 当 指出 ,除了 
3.6 节 所 介绍 的 椭 贺 型 偏 微 分 方程 网 格 生成 外 , 现 常用 的 还 有 双 曲 型 方程 网 格 生成 法 ， 

非 结 构 网 格 对 网 格 的 节点 没有 结构 性 的 限制 ,其 节点 与 单元 的 分 布 具有 任意 性 ,因此 
具有 优越 的 几何 灵活 性 ,生成 网 格 的 质量 相对 烷 高 ,近年 来 受到 国内 外 计算 流体 力学 工作 
者 的 高 度 重视 。 非 结构 网 格 的 缺点 是 相对 于 结构 网 格 需 要 更 多 的 计算 机 内 存 及 CPU 时 
间 ;在 计算 流体 力学 中 较 成 熟 的 加 快 收 钱 的 方法 如 多 重 网 格 法 等 不 能 在 非 结 构 网 格 中 应 
用 ,在 粘性 复杂 流 场 计算 中 非 结 构 网 格 也 存在 着 一 些 尚 需 解决 的 问题 。 

本 节 主 要 介绍 适用 于 复杂 外 形 的 结构 网 格 中 的 分 区 网 格 生 成 法 和 非 结 构 网 格 生 成 
法 。 


4.3,1 分 区 网 格 生成 


分 区 网 格 生 成 的 基本 导 想 是 把 复杂 外 形 构 成 的 流 场 划分 为 若干 个 手 区 域 , 在 每 个 于 

区 域 中 独立 生成 适合 于 其 外 形 的 网 格 ,然后 把 各 子 区 域 网 格 连 接 起 来 ,使 复杂 外 形 的 网 格 
] 问题 得 以 解决 ,这 是 结构 网 格 用 于 复杂 外 形 的 有 效 方法 。 采 用 分 区 网 格 生成 法 有 如 下 优 

点 : 

《1) 采用 分 区 网 格 生成 能 较 好 地 解决 用 单 区 网 格 生 成 元 法 解决 或 效果 不 竺 的 复杂 外 
形 流 场 的 计算 问题 ， 

(2) 分 区 网 格 生成 后 ,不 同 区 域 允 许 采 用 不 同 的 网 格 系统 或 用 不 同 的 差分 格式 求解 。 

《3) 在 分 区 网 格 生 成 后 的 求解 过 程 中 ,任何 时 肇 ,只 有 一 个 子 区 的 数据 存放 于 计算 机 
缓冲 区 内 ,从 而 放宽 了 对 计算 机 存 贮 器 的 要 求 。 

(4) 采用 分 区 网 格 计算 , 对 于 在 多 处 理 机 计算 机 上 实现 多 机 并 行 计算 提高 并 行 计算 
的 效率 是 有 效 的 。 

分 区 网 格 系统 中 各 相 邻 子 区 有 重 和 登 部 分 的 称 为 萎 盖 或 重生 网 格 (Overiapping grids), 
和 各 相 邻 子 区 无 重 释 的 称 拼接 网 格 或 对 接 网 格 (Pateched grids) ,我 们 将 分 别 讨论 。 

一 ,分 区 拼接 网 格 

分 区 拼接 网 格 的 生成 大 致 归纳 为 下 述 四 个 步 台 ， 

(1) 根据 几何 外 形 与 流动 特点 进行 分 区 ,并 对 每 区 中 网 格 拓扑 进行 分 析 .。 如 图 4. 3 所 
示 ，, 沿 气流 方向 廓 线 在 EFGH 处 间断 ,如 用 代数 网 格 生 成 方法 , 按 整个 流 场 生成 整体 网 
Ul AEFGHB 为 一 个 边界 ,以 AD、DC.CB 为 另 三 条 边界 ,四 边 值 问题 生成 网 格 , 有 如 
下 的 缺点 :网 格 与 物 面 不 正 交 ;网 格 扭曲 , 尖 点 多 ;网 格 走向 与 流动 方向 不 一 败 , 这 样 生成 
的 网 格 将 严重 影响 计算 的 精度 及 效果 ,如 按 分 区 拼接 的 思想 ,将 计算 域 分 成 二 个 独立 的 四 
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边 形 ( 见 图 4. 33, 上 述 租 点 就 迎刃而解 了 

(2) 生成 表 而 网 格 。 这 是 对 于 工程 中 复 
杂 外 形 必 须 采 中 方法 。 

(3) 交界 面 网 格 的 生成 。 对 于 一 个 三 维 
流 场 , 相 邻 区 域 间 的 公交 而 ;通常 是 一 个 空间 
曲 而 ,可 使 用 各 种 方法 在 空间 曲面 上 生成 网 
格 。 如 方程 网 格 生成 法 或 代数 网 格 生 成 法 。 

(4) 当 表面 与 交界 面 上 的 网 格 生 成 后 ， 
最 终 可 用 方程 网 格 生 成 法 或 多 边 值 问 题 代 数 
网 格 生成 法 生成 空间 网 格 。 

在 分 区 网 格 生 成 后 ,进行 数值 计算 时 可 
Fan TF 2 ORT 

QD 每 一 个 子 区 内 解 控 制 方程 组 求 得 内 点 上 守住 变 量 值 ， 

O 应 用 区 域 边界 格式 ,在 区 域 边 界 上 进行 守恒 性 处 理 , 以 保证 区 域 边界 上 通 量 守恒 。 

© 通过 揪 值 求 得 相 邻 子 区 域 边 界 上 的 守恒 边界 慎 ， 

D 在 相 邻 子 区 域内 ,求解 控制 方程 组 ,得 到 其 内 点 上 的 变量 值 。 以 此 类 推 , 可 求 得 全 
流 场 的 变量 值 。 

上 述 持 接 哆 格 法 的 区 域 边界 信息 量 交 搞 很 少 ,处 理 比 较 简 单 ,在 可 压 流 跨 区 域 激 波 捕 
提 过 程 中 ,如 保证 区 域 边 界 变量 传递 守恒 , 则 激 波 在 跨 区 域 处 是 连续 的 。 

二 、. 重 登 网 格 生成 

上 述 拼接 网 格 生成 法 有 一 个 基本 的 要 求 , 即 各 子 区 域 间 要 有 一 个 共同 的 边界 ,这 使 其 
使 用 范围 受到 一 定 的 限制 。 而 恒生 网 祝 中 ,各 子 区 域 间 不 需 有 共同 边界 ,只 需 包 含有 主 网 
格 区 内 的 一 个 重 登 区 城 进行 不 同 网 格 域 间 的 信息 交换 。 所 以 重合 网 格 法 又 称 戏 人 式 分 区 
网 格 (Chimera grid), 

在 划分 风格 时 ,为 了 使 分 割 后 各 子 区 外 形 简 单 , 往 往 将 有 午 登 网 格 部 分 的 子 区 从 主 域 
上 去 掉 , 于 是 重 秋 网 格 就 变 成 在 包含 它 的 主 网 格 上 的 一 个 孔 (Hole), 孔 内 的 网 客 单 元 不 参 
如 主 域 的 流 场 计算 ,但 它 是 各 区 域 变量 传递 的 工具 。 下 而 就 重 登 网 格 的 生成 中 网 格 等 级 、 
孔 的 形成 及 网 格 间 的 通讯 分 别 作 一 说 明 。 

1. 网 阁 等 级 

重 登 网 烙 法 生成 网 格 时 ,每 个 子 区 是 单独 生成 的 ,因此 ,首先 要 确定 不 同 网 格 的 等 级 
关系 , 即 分 清 各 子 区 网 格 是 并 列 的 .包含 的 .还 是 交叉 的 。 在 图 4.4 中 示意 了 等 级 关系 ,图 
中 的 某 一 网 格 Gis! 代表 其 级 别 ,j 一 1,2，… 代 表 级 的 若 于 个 网 格 , 我 们 规定 ! 十 1 级 网 
格 完全 包含 在 ?级 风格 内 。 

2. 筷 的 形成 

恒 登 网 客 区 域 中 的 网 格 关 系 很 复 架 ,例如 , 主 网 格 局 ,的 节点 可 能 包含 在 Go 4 
壁 内 部 ,但 这 些 点 不 属于 计算 域 ,应 除去 ;在 信息 交换 时 不 必要 把 GLA Go SARE 
的 值 均 更 新 ,这 样 做 工作 量 太 大 面 无 必要 。 为 了 提高 插值 效率 ,我 们 将 Gj 包含 在 Girl. 内 
的 基 些 点 从 主 计 算 域 中 除去 ;就 会 在 Gi 内 引入 了 一 个 筷 (Hole) , 见 图 4.5, 孔 的 大 小 可 
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图 4.4 媒人 人 式 网 格 等 级 结构 
按 计算 情况 调节 ,但 重 伍 区域 也 要 有 足够 的 共同 节点 以 传递 信息 。 


图 4.5 BRR ARS 


具体 计算 中 , 孔 的 生成 可 按 下 列 方 法 进行 ， 
在 Gin, 中 选 定 曲 线 忆 作为 筷 边 界 , 对 Gi 中 每 一 网 格 点 , 设 状态 参数 TB 用 以 标识 孔 


IB=1 该 点 不 在 孔 内 
i : 7 . i Flit fr & rt, v 
的 信息 : IB=0 该 点 在 孔 内 图 4.6 对 G 网 点 状态 的 确定 作 了 说 明 


下 面 是 确定 C MEARE OLM 4. 6) : 
(1) 求 出 C 曲 线 上 每 个 节点 上 外 法 线 矢 量 NN, 并 在 曲线 内 设 一 个 临时 原点 Po; 
(2) 求 曲 线 上 各 点 到 原点 的 最 大 距离 Roa: 
(3) 对 GG 中 每 一 个 网 格 点 已 求 出 线段 PPu; 
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(4) EPP > Ruo WP RMR CZ 
外 ,车 PP,<<R,,, 则 P 了 有 可 能 在 C 内 。 确定 
HAC ES PRR PoR R, EP. BP 
AR GR, N,N EP 点 的 外 法 线 矢 
Ë, 

(5) 5 R; + NCO, M P SEHR CA, 
此 时 设 定 IB= 0, ILARRA B= 0 相 
邻 的 B =1 的 点 ; 选 定 了 和 孔 的 边界 后 ,可 由 
此 边界 点 从 Grp, 中 通过 插值 著 取 信息 。 

3. 网 格 间 的 信息 待 递 

网 格 阿 的 信息 传递 是 通过 插值 来 实现 
的 。Gir1.; 的 外 边界 上 的 变量 信 由 Gu 中 播 值 而 得 ,而 Gi,y 孔 边界 点 上 的 变量 由 包含 它 的 
Gi 中 获取 ,插值 对 重 倒 网 格 至 关 重 要 ,应 尽量 减少 插值 误差 。 通 党 可 采用 双 故 性 插值 
法 ,其 效率 较 高 ,操作 简单 ,具体 作法 可 参阅 例如 Mastin C. W. 等 人 的 论文 。 


4.3.2 非 结 构 网 格 


由 于 结构 网 格 在 拓扑 结构 上 相当 于 短 形 域内 的 均匀 网 格 ,其 节点 定义 在 每 一 层 的 网 
格 线 上 ,有 每 一 层 上 节点 数 都 是 相等 的 ,这 样 使 复杂 外 形 的 贴 体 网 格 生 成 比较 困难 。 非 结 
构 网 格 没 有 规则 的 拓扑 结构 ,也 没有 *“ 层 "这 一 概念 ,其 网 格 节 点 分 布 是 随意 的 , 匡 此 具有 
灵活 性 。20 TAC 80 年 代 末 90 年代 初 以 来 , 非 结 构 网 格 获得 迅速 发 展 。 

非 结构 网 格 的 特点 有 下 列 四 个 : - 

O 适 于 处 理 复 杂 外 形 的 边界 。 非 结构 网 格 大 都 采用 最 简 的 几何 外 形 , 三 角形 (二 维 ) 
与 四 面体 5 三维) 单元 ,易于 剖 分 不 规则 计算 域 ,由 此 种 单元 建立 起 来 的 离散 方程 相对 简 
单 。 

O 根据 流 场 性 质 自由 合理 安排 网 格 节 点 ,如 流 场 中 物理 量变 化 剧烈 处 ,网 格 安 排 就 
密 , 物 理 量变 化 平 组 的 地 方 网 格 点 可 较 稀 ， 

D 可 作 自 送 应 处 理 .。 

四 网 格 生 成 省 时 。 

目前 , 非 结构 网 格 生 成 方法 主要 是 两 大 类 , 即 Delaunay 的 三 角 化 法 和 阵 面 推进 法 。 
Delaunay 三 角 化 方法 可 能 构成 区 域外 的 或 和 边界 相交 的 单元 ,使 流 场 的 边界 完整 性 遭 到 
破坏 ,但 它 生成 三 角 单元 质量 高 ,网 格 生 成 效率 相对 较 高 。 阵 面 推进 法 是 网 格 与 节点 同时 
生成 的 非 结 构 网 格 生成 法 ,其 三 角 元 是 从 边界 开始 形成 ,然后 向 内 (外 ) 推 进 ,内 部 网 格 节 
点 在 阵 面 推进 中 自动 引进 ,最 终 使 三 角形 网 格 福 盖 整个 计算 域 .本 书 以 二 维 (三 角 元 ) 阵 面 
推进 法 为 例 简要 介绍 网 格 生 成 的 过 程 。 其 主要 步骤 是 :生成 背景 网 格 ; 对 内 外 边界 进行 剖 
分 形成 初始 阵 面 ; 引 入 新 节点 推进 阵 面 ,生成 网 格 ;对 生成 的 网 格 进行 光滑 与 优化 。 

(1) 背景 阿 格 。 指 的 是 一 组 获 盖 整个 计算 域 的 朴 网 格 ,其 节点 处 存 呈 者 网 格 生 成 所 需 
的 控制 参数 ,主要 是 单元 的 基本 长 度 /, 网 格 的 伸展 比 8 和 伸展 方向 mw, 为 简单 起 见 , 我 们 
这 里 只 用 其 基本 长 度 !。 背 景 网 格 不 是 最 终 网 格 的 组 成 部 分 ,不 需 与 边界 保持 一 致 ,但 此 
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时 计算 域内 任 一 点 的 挫 制 参数 都 可 用 其 所 在 的 背景 网 格 三 个 顶点 的 参数 线性 播 值得 到 ， 
保证 了 网 格 单元 分 布 的 连续 性 .最 基本 的 背景 网 烙 是 人 工 输入 数据 形成 ,现在 新 的 改进 的 
措施 是 用 Deiaunay 法 自动 生成 。 

2) 初始 阵 面 的 形成 。 对 二 维 网 格 来 说 , 阵 面 是 由 边 ( 矢 量 ) 组 成 ,初始 阵 面 可 用 背景 
网 格 提 人 殿 的 控制 参数 ,对 物 面 边 界 和 和 远 场 边界 分 别 进行 前 分 得 到 。 控 制 体外 边界 的 边 ( 矢 
量 ) 按 道 时 针 方 向 组 织 ;内 边界 也 是 一 个 个 有 向 闭环 ,但 每 一 个 内 边界 的 边 按 逆 时 针 方 向 
排 刊 ,这 些 边 最 终 在 三 角形 化 结 宰 中 成 为 三 角形 的 边 , 三 角 化 的 最 初 阵 面 一 般 来 说 是 所 有 
内 边界 的 总 和 。 

(3) 阵 面 推进 ,生成 网 格 。 初 始 阵 面 形成 后 ,可 以 由 背景 网 格 提供 的 控制 参数 引入 内 
部 结 点 ;生成 网 格 。 这 个 过 程 包括 连接 新 节点 或 已 存在 的 阵 面 节点 形成 三 角 单元 并 对 阵 面 
进行 重新 定义 ,其 具体 步骤 可 参考 Parikh 等 有 关 资 料 。 

(4) 对 网 和 格 进 行 优化 。 为 进一步 提高 网 格 的 质量 ,还 需 对 土 面 生成 的 网 客 进行 优化 ， 
其 最 常用 的 方法 是 用 Laplacian 和 迭代 法 ， 


CC 


wy = + DE — y) 
其 中 心 是 松弛 因子 , 求 和 符号 取 饥 以 节点 j 为 端点 的 三 角形 边 ,这 种 方法 将 内 部 节点 移 到 
该 节点 周围 三 角 元 所 组 成 的 多 边 形 形 心 处 ,可 对 网 格 起 光 顺 作用 。 


4.3.3 结构/ 非 结构 混合 网 格 


如 前 所 述 , 非 辣 构 网 格 相 比 于 结构 网 烙 存 在 着 内 存 要 求 大 .CPU 时 间 长 .不 能 使 用 结 
构 网 格 中 有 效 地 加 快 收 襄 的 措施 和 粘 流 计算 中 非 结 构 网 褚 的 生成 尚 需 进 一 步 研究 等 问 
题 ,于 蚌 扣 出 了 结构 网 社 与 非 结构 网 格 混合 浆 格 的 问题 ， 

矩形 网 格 是 结构 网 格 中 最 简单 的 一 种 ,不 必 进 行 Jacobian 和 矩阵 计算 ,具有 比 贴 体 网 格 
计算 更 简便 快捷 的 优点 ,但 不 易 处 理 复杂 边界 。 因 此 ,最 简单 的 混合 网 格 是 由 近 物 面 的 非 
结构 网 格 及 远 物 面 的 撼 形 网 格 的 混合 ,这 类 混合 网 格 在 无 粘 流 计算 时 是 很 有 效 的 。 

也 有 用 分 区 重 三 结 构 网 格 , 面 在 其 交界 处 的 孔 ,由 大 量 非 结构 网 格 来 填充 ,从 而 实现 
相 邻 两 网 祝 间 的 通 量 守恒 ,于 是 形成 了 所 谓 拉 链 网 格 (Zipper grid) 种 龙 形 网 格 (Dragon 
grid), 
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第 五 章 ”流体 力学 中 的 有 限 元 素 法 


在 流体 力学 ,尤其 在 高 速 流体 力学 或 气体 动力 学 ,有 限 差 分 方法 占 着 统治 地 位 ,但 是 
它 对 不 规则 边界 条 件 的 处 理 任意 性 小 ,处 理 复杂 ,缺乏 严格 的 论证 ,常常 需要 数值 试验 来 
确定 方法 的 优 劣 , 即 它 是 后 验 的 。 目 前 在 数值 解 抛物 型 与 燃 贺 型 方程 中 ,有 限 元 法 渐渐 显 
示 出 其 优越 性 , 且 浙 浙 向 求解 双 曲 型 方程 渗透 。 

因为 有 限 差分 法 发 展 早 ,运用 广 , 早 有 成 套 的 软件 ,要 舍弃 这 些 软件 另 搞 新 的 有 限 元 

E 法 ,成 本 上 与 效率 上 都 不 合算 。 这 可 能 也 是 有 限 元 法 在 流体 力学 上 还 未 占 优势 的 原因 ,但 
有 人 预料 有 限 元 法 将 来 有 可 能 在 纯 数 值 计算 上 与 有 限 差分 方法 平分 秋色 ,例如 边界 上 用 
边界 有 限 元 ,内 点 用 有 限 差分 处 理 , 效 果 就 比较 好 。 近 来 ,由 于 非 结 物 网 烙 的 发 展 , 使 有 限 
元 法 在 计算 流体 力学 中 的 应 用 越 来 越 广泛 。 

本 章 主 要 就 流体 力学 有 限 元 法 求解 中 应 用 较 广 的 迎 辽 金 (Galerkin) 加权 余 量 法 作 了 
介绍 。 在 分 析 了 其 机 理 后 ,叙述 了 一 维 、 二 维 有 限 元 法 的 求解 要 素 。 二 维 问题 主要 介绍 揣 
图 型 方程 的 求解 ,其 中 也 简 覆 分 析 了 变 分 法 的 基本 原理 及 其 与 迎 疗 金 法 之 关联 .本章 末 就 
精度 问题 .边界 条 件 处 理 问题 及 流体 力学 控制 方程 求解 问题 作 了 简单 介绍 ,本章 只 是 流体 
力学 中 有 限 元 法 的 基础 。 


5.1 加 权 余 量 法 (WRM) 


INA Fe HEHE (Weighted Residual Method) 主 要 用 于 将 偏 微分 方程 积分 进行 数值 求解 。 
一 ,基本 思路 
设 微分 方程 为 ， 
Lu) = p (8.1) 
Pu = u(x) BAER CV a ELM SEH x,y,z), 工 是 微分 算 子 , P 
mls A Faar X -v=o Z4 an vp = 0. 放 是 空间 矢量 的 已 知 函 数 ， 


ax? ax 
边界 条 件 为 ， 
Llu) = g(x), xE S (5.2) 
其 中 & 是 已 知 函数 ,5 是 解 域 V 的 边界 面 , 工 是 已 知 算 子 。 MNS = ght l= i, 
二 .求解 方法 
L 试验 函数 《或 近似 函 数 ) 
u= >) aah, (5. 3) 


1 
EP u PIME, n RE MAREK dy MUSE APY RE Fo EPR, PE Ow ORE 
EFH AB RA RD i u = faeu = A+ Be + Cx? + Dz’, 
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2 #&¢ 
Aw su RA 
e= Din) 一 让 天 各 (5.4) 
PAR. 在 整个 求解 域 V 内 分布 有 任意 性 。 
儿 的 选取 对 余 量 的 影响 也 有 任意 性 ,我 们 现在 要 想 办 法 使 在 平均 意义 下 强迫 = 一 0， 
由 此 可 确定 各 个 %, 则 问题 即 可 解 (# 是 按 问 题 的 性 质 与 精 庆 的 亡 求 事先 选 定 的 ) 。 
三 ,数学 表达 


ee ee [eow ay =0 (5.5) 


AP w; 称 为 加 权 函 数 ,为 了 确定 a 使 最小, 我们 选取 入 PA wl = 1,2, +N), 
Foe w EZ MRAM 0, 这 样 就 可 列 出 NRE, RH LAE = 1,2, N) EHE 
意义 即 是 在 六 个 位 置 上 以 某 种 形式 强迫 < 与 w 正 交 ,于 是 问题 可 解 。 


小 结 : 微分 方程 了 (w) = p> u= D ah h EE GEE LAY ~e = Le) 一 
k 


-1 
p> lEt) 一 0 一 双 一 & 求 得 近似 解 。 当然 要 求 满足 定 解 条 件 ;这 是 与 有 限 差分 法 不 同 的 
求解 思路 。 
本 章 主 要 解 椭 圆 型 方程 , 且 主 要 讲 基本 概念 与 线性 方程 的 求解 , 即 最 基本 的 基础 知 
识 。 
5.1.1 基本 概念 
' — AR 
HETER Aho 的 内 积 可 表示 为 : 
ifp? = MAOO (5.6) 
就 实 函数 而 言 , 内 积 的 性 质 如 下 : 


(Hy 52) = (feof) 
at tise? = (ate rd) 
(dhe + A) — (tro Ge) + (Pish) 
(Af? = Ü, = f = 0 
《页 由》 =, 当 $ =0 
其 尺度 标志 是 本 身 内 积 的 方 根 , 即 8 = ~ 分, 办, 称 为 范 数 (Norm)。 内 积 的 这 种 
性 质 使 我 们 想起 了 这 与 两 个 六 维和 拓 量 的 标量 积 ( 点 积 ) 相 类 似 , 其 范 数 犹 如 矢量 的 长 度 。 
二 .完备 序列 与 基 范 数 
N 
EM ”有 一 六 个 函数 系列 (2) Aa pyr) MR Sag, = 0 RAYA AY e 
= RFR WY ERR RE EH). 
WERE E-TER RR «SRA N 及 一 组 党 系 数 “ 使 lu ah] <0,08 
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任意 小 量 , 则 称 上 述 线 性 无 关 序 列 a#, EEEN AREN g HAER a 称 为 付 立 叶 系 
数 。 
规范 化 的 基 转 数 如 互相 正 变 ,由 
OF 


(8 48,> = 


lim} 
证 明 将 天 ,加 视 为 多 维 向 量 。 
g = dl 1d costs, PLAE LÆRAR Al —1,14/ =1. 


foh TEBE => A Gog) 一 FATE = 0, EA = 1ER, 


5.1.2 一 维 有 限 元 WRM $ PRAA w 的 选择 


常用 的 是 迎 辽 金 法 ,但 也 介绍 最 小 二 弱 法 与 配置 法 ， 

一 .配置 法 (Collocation》 

用 Dirac ph CX PRK TH BE) (EAA PPR 

BM (6, Ate — 2,)) = el, = 008 = 1,20 NRA MBER HACE A r E 
Hehe 取 为 和, 其它 非 固定 点 上 s 来 加 限制 ,以 此 来 保证 整个 积分 区 = 趋 于 零 ， 


piin: 
Ti tute 0=Lw)—p (5. 7) 
边界 条 件 : 人 “一 moe. 
设 
u = Dah = alea — r] + el G — x)] (5.8) 
用 前 而 介绍 的 方法 求 arae, 


(1) 满足 边界 条 件 : 检 查 工 = 0; i = ĝ; z = Lu = 0, 合 理 。 
(WD eID -po 人 +i+zoz L erz — 2? — tea + (2— 6r a — Ya, 


(5.9) 
(3) 选取 2, = 0.25.22 一 0.5 作 为 配置 点 。 
E ACr = x,}) = El gag = 9 
29, 35, 二 
e(z = 0,25) = 0 | 16) 64° 4 
e(r = 0.5) = 0 了 _ 了 ea S 
4 
-E ,_ Æ yez Xl 一世 fe __ sing _ 
解 出 i0 = 31° a= p17 AM uc = 217 (42 + 40x), SR un = sin] 
x 此 较 SKAREA 3.5%. 
二 .最 小 二 乘法 (使 余 量 本 身 的 内 积 最 小 ,方程 同上 ) 
e = Llu) — p, F = (6,8) 
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= = 0; = l2, N 
展开 得 : 
ZUEL 一 p], [Leo 一 ph ]= 2 LG), L@) — Liu), p>) + (pp) l= 0 
列 出 N 个 方程 可 解 出 a 值 。 
当 工 为 线性 算 子 时 , 则 可 有 下 述 结果 ， 
ELD at Lah — 2 LCS abs) +P) = 0 
HELAL GD 一 ALAD p = 0 
BA. 
LB), (Ge) = Pp) =0 或 ie, B04)? = 0 
可 见 最 小 二 乘法 的 权 函 数 w = CG) ,即将 基 函 数 代 人 微分 方程 算 子 中 去 , 解 上 述 
(5.7) 起 得 


a 
Eih) = = -+ 1} Lea —xzj=r-—2-2'. 
dé 
Lij) = (5 十 1j[zed — 29] =?2?—6r#+2?' — T 
Ha Ad, WHS. 8) RBA = rd ah I rG a)n TH 
fez — gi — Ddzx = 0 
Je —§r4+27— r) =0 


其 中 的 e 见 (5. 9) 式 。 
RA uw, = rC 一 x) (0.1875 + 0.16952), RAAT IRR 2.4%. 
= me 
将 基 函 数 A EAE: 
《5 出 )》 一 站 


i 2 
{ {zl > ads) = plida = 0 
fa 0 


1 
| ez’ (l — xz}dr=0 
a 


maa= og = E, tg = MEP Or + 632) AMM IEW 0.4%, 


41’ 369 | 
x Uu, ug ur He 
0. 25 0. 04401 0. 04408 0. 04310 0, 04493 
0.5 0. 06974 0. 06944 0. 06806 0. 07143 
0.75 0. 06005 0. 06008 0. 05899 0. 06221 
可 以 看 出 迎 辽 金 法 精度 最 高 .并 非 所 有 问题 的 求解 结果 都 如 此 ,但 迎 辽 金 法 确实 便 子 流体 
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力学 运用 且 可 首 用 于 非 线性 方程 ,精度 也 比较 高 ,因此 应 用 最 广 ， 
常用 的 迎 辽 金 法 的 等 价 公式 为 ， : 
du 一 Deas = (6a)¢5 E= 1525" 
这 里 相同 指标 应 求 和 ,6u 是 ww 的 任意 增 量 ， ou Æ u HEERE, 


一 维 ,(e,$) = fgaz = edacteds = | a= fiza = (5.10) 
=e, f dV = 0~ f ebayidy 一 0 一 | av = f (EG) — pleudv 
E= 1,2,0,N (5.11) 
二 维和 台式 也 可 类 做 导 出 。 
.应 用 举例 
Pu F 
考虑 Poisson 方程 ， E + ay? —c=0 


边界 条 件 : [z 7 eo =0 
y=0,6 
最 简单 的 近似 形式 u 一 mh = mlr 一 a)zy(ly — bh) 显然 满足 边界 条 件 。 
由 (6.11) 式 得 ， a lE ae Pu — c} laidady = 0,346 Oi = da, (x — a (y — Dry 
是 “任意 变化 时 zx 的 增 量 。 


Fu = Bayly — b), Ze 一 = Za,r(ax — a) 


az? 
代入 上 式 , 积 分 得 ， a 一 Be ie 
-{ _a@ _ b\__ 5 ab? 
从 而 lz 一 ,一世 a 32 aw +B 


E a =b, R] u, =— 0. 078125a', Mt r = a y= 2 时 的 精确 解 为 一 0. 07357a°r ， 
这 里 的 误差 是 由 一 阶 近似 引起 的 ,而 且 在 其 他 位 置 误 差 更 大 ， 


5.1.3 REKREOM 


— Be ¢ HAR 
现在 讨论 一 般 的 一 维 有 限 元 法 JO A PRG HR), 
设 # 二 mo 十 Oa age? 十 … 一 f(z) 二 为 多 项 级 数 ;在 各 分 界外 有 vos raver ys， 
则 应 当 有 : 
= Dae 


Ej 


n= anle A, yG = 041,250 45) 已 知 时 , 解 6 个 未 知 数 aG = 0,1,2, 


5 
= Daa! 
ia] 
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,5) ,问题 可 解 ,& 可 求 。 

总 之 , 若 用 NN 次 多 项 式 时 有 NN 十 1 个 节点 , 解 N 十 1 个 试验 函数 值 ,首先 .& 并 不 一 定 
是 宕 级 数 , 但 益 能 写成 在 节点 上 的 某 个 试验 函数 ,日 解 在 此 点 上 的 未 知 值 «而 构成 试验 消 
数 表 达 式 ,我 们 想到 了 Lagrange ERAR: 


l; i=] 
iC 门 = (5. 12) 
oii 
N N 
“= AC 一 Saute (5.13) 
o =ù 


的 当地 应 有 值 , 其 它 地 方 Lle) = 0, 
(x — rair — eee te — ae) Ce — 241) rn) 
Ci — Zo} Cx, — eye Ce, 一 了 CT — Tate (a; En) 


当 并 一 a,i CT) = 1;4 xX, Ay ,J;Cx) = 0, 
By LEM Lagrange HS AAW MR RETA NS RE. PRED 
点 上 为 其 应 有 值 DOERR BY. RUE R BRE ST AE. 


7S = (5.14) 


下 面 举例 进行 说 明 ， 
h 
《一 | 0 1 
i: 0 1 
5. 1 
1. 一 维 线性 分 布 元 素 
一 个 元 素 两 个 节点 ; 
f u| pag = Host | pay = th 
工 一 0 一 一 1 
规范 化 ,用 h 除 ,并 和 将 原点 置 于 元 素 的 中 间 ,= = ra — 2x nd: = 0. 5, = 0 
x = 1,¢ = 1 
均 用 无 因 次 量 , 用 上 是 为 了 规范 化 ,并 与 后 面 的 二 维 元 素 相 衔接 。 
a 7 是 线性 分 布 ,z = m + al RA: 
ti | gu—1 = My — c ee Wo 十 th 二 ty 一 Uo 
ley = + j 2 2 
FFE 
网 
= + 2 《一 Sad 
=a 
p=, got (5.15) 


FEBRARH FARR ELORAG. 
事实 上 可 用 Lagrange 多 项 式 求 出 。 由 前 面 的 (5.13? 和 (5. 14, 


1 
u = Holo + PEA = Suil; 


f=0 
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c-i 0 i 
i: 0 1 2 
图 5.2 
LO = E sim 
oe -t 


与 上 曾 的 结 昌 完 全 一 祥 。 

2 变量 二 次 变化 的 基 示 数 

一 个 元 素 上 变量 二 次 变化 , 见 图 5.2。 

节点 应 选 3 个 :0,1,2。 对 应 的 %== 一 1,0,1。 代 入 (5.14) 得 ，; 
a-g 


h = p 
satio (5. 16) 
ae 2 
H = Suh = Saath 
FRE LIRR. 
an Fe RG RE = MI ee ,例如 5 一 一 1, 一 Si 3 十,1。 照 样 可 列 出 ， 


依次 类 推 。 总 之 用 Lagrange HAS MAE AR, RIED SR e ER A e 
值 ), 元 素 中 变量 的 变化 可 接线 性 .二 次 函数 甚至 更 高 阶 函 数 分 布 来 描述 。 阶 次 高 ,精度 就 
越 高 ,但 计算 量 更 大 。 

Z Hermite HHA MFE 

令 n E WRM 积分 式 中 区 画 中 的 最 高 阶 , 那 么 基 画 数 的 导数 须 在 元 素 间或 元 素 内 连 
续 到 = 一 1 阶 ( 以 后 要 证 明 ), 通常 为 了 使 高 阶 微分 方程 求解 时 基 范 数 不 太 复杂 ,可 采用 降 
阶 的 办 法 。 

Laplace 方程 在 写成 WRM 积分 形式 后 ,可 由 分 部 积分 的 办 法 降 阶 , 即 ， 


f, e t Zu) dudady = =f, 二 


=Fifl 全 a i Jazdy + | Žan + Žo) = o 
pa BV 表示 边界 值 ) l 
由 于 如 68 一 oe | Ba] — Sha Bm Pl Ba] — 9 l E aR ML 


FURS} RA BS ASAE n= 2S ne — 1 a, RE RICK Lae - 1-0, Sh 
连续 , 即 只 要 求 函 数值 连续 就 行 .Lagrange 插值 函数 满足 了 此 要 求 , 而 在 某 元 素 上 到 自 变 
量 宝 的 二 次 三 次 变化 只 是 在 元 素 内 的 分 布 状 态 ,不 影响 元 素 边 界 上 函数 的 光滑 程度 。 但 对 
于 双 调 和 方程 Vie 一 0, 分 部 积分 只 能 降 阶 到 “2 Btn = 2,n 一 1 二 1， 要 求 元 彭 间 一 阶 
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导数 连续 ,此 时 用 Lagrange 播 值 函 数 无 法 满足 兴 滑 性 的 要 求 , 用 Hermite 插值 函数 可 达 


到 此 要 求 ， 
u = ylr) 
_ ,17 
RER EE oe 
(as), = H' (ep = y (a) = ul Cr) (5. 17b》 
u(x) 一 TDH + Dy oH <x) (5.18) 


EG Lagrange 插值 多 项 式 的 试验 函数 有 两 个 差异 ， 一 是 每 一 节点 处 有 两 个 未 知 量 ， 
ya) H yx) ,而 工 式 只 有 一 个 量 :! 二 是 基 函 数 本 身 的 阶 次 , 互 ABR +1 Kn = 
n 一 1 为 连续 导数 的 阶 次 ) TM LEON mm Kim = 1 H AHHH SAA. Ty m = 089 


LAS KMETA. 
00, ETAN TTA AERA ERGE ,先进 行 无 因 次 化 ,原点 不 移动 ,由 
(5. 18) 得 ， 
aS) = OH + Sy GORI 
要 求 
be 2 i ey 
HGD N ; 
d ea 1, i=} 
agi i) i ixj 
一 般 形式 ， 


N 


HO= Sal) + 2; — Od lye) + Salt — Edy E) 


im} 


= > CD + S) Hiy G (5. 19) 


iam WEEE) oF es 


对 一 维 二 AABN 一 2.0 — Ob <1, 


-| 二 对] = -D5 h= pig =i 


ae 2 
STENE 


a = | 
所 以 
H? = a@[l + 2, — pA] H} = aE — by ED 
AY = €— 1411 + 20~ pe DJ = L 17 + 2) = 1 — 3k? + 2 
HY = 36° — 20° 
Ay = ¢— 20° + 
Hi= 一 
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推广 :一 维 元 素 两 端 要 求 二 阶 导数 连续 ,五 必 是 2 十 1 二 5 次 多 项 式 , 每 一 节点 的 由 三 个 
蜂 级 数组 成 。 


2 2 
u= X um Bt sia") = >) CHa + Hiwi + Hin") 
i 二 1 i=1 


Hi =1— 100° + 158+ 6¢ 
Hl =g — 6%? + gë -- 36° 
H? = 5 — 30 a — &) 


三 .小 结 

1， BERRA HHH DS. HAIR) 

变量 及 其 所 要 求 的 mm 一 ”一 1 阶 导数 必须 连续 。 这 是 协调 性 要 求 , 它 保证 物理 量 的 加 
权 余 量 积分 式 唯 一 ,边界 上 保持 到 几 阶 导数 连续 必须 由 方程 的 性 项 与 解法 确定 ,使 用 分 部 
积分 降 阶 可 使 求解 简化 。 

2. RIRKA 

STREB DSS HY Eo HER] 4 统一 表示 为 lim 1 z 一 站 | <s, 其 中 心 为 
元 素 长 度 。 

5.1.4 BiLeik er 

一 ,问题 的 引信 

我 们 从 解 其 体 工程 实际 问题 着 手 , 不 从 数学 理论 入 手 。 

例 均匀 材料 棱 的 一 维 热 那 寻 问题 ，。 

“k=0 (5. 20) 

边界 条 件 : x = 0G =1,T= To cx = LG =N),T =T, 


解析 解 , T(z) = (Ti 一 Yo) 了 + Ta 
有 限 元 迎 辽 侈 法 ,下 一 XTA Yas 
[和 = ip = Layee (5.21) 
其 中 4 和 于是 s, 册 是 迎 辽 金 法 中 的 加 权 函 数 .如 果 解 区 分 解 成 N ANE SWAT N — 2 


界 点 。 积 分 方程 的 最 高 阶 次 是 “2”, 因 此 要 求 交 界 点 上 的 物理 量 9 连续 , BAR ARRAS 


的 Hermite 插值 多 项 式 。 
分 部 积分 ， 


ib, (a 


nope, dh dT 
x =| hae qdr = 0 


所 以 
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Ea 了 人 人 一 Quv 一 Qh 


dT _ at 
= ka 


QQ + Qn 表示 始末 端的 热流 , 先 将 它 当 做 是 未 定 的 。 
= = = : 2 d 
在 积分 式 中 ，, T) 二 (了 ($= [SA E, SEs 
个 方程 。 


z=ty 


"PRL BINGEN 


OQ, j=l 
上 述 方程 组 可 写成 ， SKT, -h j= 3p 
E Qa, JEN 
(KHT) = {Q}, 
{Q} = {Qi 02" Qu)", 
KENXN WERT EN X 1. 


K; ,= | ka dé; Shar, f = L,2, N 


N 个 代数 方程 解 出 w AT UTERA RRR RA. AAAS RRS ERS 
Fr PR eh SRE. 

不 使 用 Hermite 播 值 公式 ,而 用 Lagrange HA RRAR RR, 计算 方便 ,但 是 工 的 二 
阶 导数 不 一 定 存 在 ,而 使 原 方程 无 法 满足 ,从 广义 意义 上 称 为 弱 解 ,求解 时 还 必须 引进 边 
界 值 @ 的 具体 信息 ,否则 无 法 求解 。 

二 .分 部 积分 法 求解 的 基本 概念 

(1) 自 伴 算 子 与 自然 边界 条 件 , 本 质 边 界 条 件 

SE IRV TRAE Le) = 0, u= ul), x CVE) SHR wla) 
的 内 积 ,在 求 积 分 时 进行 分 部 积分 ,一 直 进 行 到 积分 号 内 对 & 的 偏 导 数 消 失 为 止 ,得 ， 


TET ees {cr (wG — FONC (w) ls (5. 22) 
其 中 5 是 体积 下 F.G 是 分 部 积分 后 自然 形成 的 。 
俩 如 Lu) = aT -a + Buy Ù< r 1, &, f = const 


2 

(Lu) w= I, a os 十 Bu) SC 
= du 1 du dw 
tas —— (5. 23) 
= wj + fafa Ti a wy wld 


到 此 时 e ER a 22) 式 比较 ,有 


7 -Told d 


Ws =e G= Ë, F=+1, 6G" = de 

EX AMR ERRAI ERDA ABEL w) RE L ea 

F MRL = LMA AAAS we REA G= GC" AW, 5.23) 中 工 是 自 伴 算 
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7. 

分 部 积分 使 内 积 转 署 这 种 过 程 与 矩阵 的 转 置 相对 应 , 自 伴 算 子 的 性 质 与 矩阵 的 对 称 
a 

A A= [aE A =A, Ma, = ap A SNAPE RI Rw un AM 
aXn= - 则 

(w, Au) == (u, Aw) 
若 边界 响应 为 零 , 则 有 
Cw, Led) = (a, 0" (w)) 

TR A ERT A BS RS BL ER ERSE, 

结论 :分 部 积分 进行 运算 转 置 ,除了 判定 算 子 是 否 自 伴 之 外 ,还 伴生 不 同类 型 的 边界 
条 件 ,规定 下 类 边界 条 件 下" 与 天 称 为 本 质 边 办 条 件 , 它 是 边界 上 的 变 最 信 , 山 子 第 一 类 边 
办 条 件 ( 即 转换 过 程 中 它 在 边界 上 给 定 值 .G 类 边界 条 件 称 为 自然 边界 条 件 , 与 第 二 边 什 
Von Neumann 条 件 相对 应 , G 一 E ,通常 求解 时 包含 上 面 两 类 边界 条 件 ,可 以 证 明 自 
然 边 界 条 件 在 求解 过 程 中 自然 满足 。 

(2) 非 自 伴 情况 经 常 存在 , 如 Z(x) 一 4 4 


[orm = (E8 E + ae + [olf ta- "l, 


HULAL, GAG ,这 就 是 非 自 伴 算 子 ,但 无 论 如 何 随 工 * (ww) 阶 次 的 升 高 ,自然 边界 
条 件 与 本 质 边 界 条 件 的 阶 次 也 会 相应 升 高 ,但 不 会 高 于 方程 的 最 高 阶 次 ,流体 力学 大 部 分 
算 子 并 非 对 称 与 正定 的 ,是 非 自 伴 算 子 ,因此 计算 更 复杂 些 ，。 

= Re RES RE 

前 面 讲 WRM 中 的 迎 辽 金 法 ,主要 用 单一 元 素 , 对 于 边界 点 的 连续 性 不 必 和 多 说 ,但 对 
HES PICK MS HES TOR ,必须 对 边界 点 上 的 连续 性 进行 深入 分 析 ，。 

设 有 微分 方程 


eae 


Lan = p, WRB La) =g (5.24) 

G) u = alr) 具有 充分 可 微 性 且 满 足 上 述 方 程 ,了 车 含有 最 高 阶 导 数 “n”, 则 二 

we! oy 是 对 函数 的 导数 连续 性 加 以 限制 的 空间 , 称 索 柏 洛 夫 空间 .下 标 2 表示 平方 可 积 
的 二 次 范 数 ,“n” 指 有 限 导 数 的 最 高 阶 次 .例如 : 


ells = [le + 
Wate = e+ EV 4 (£4) "Jar coos E wf 


充分 可 微 性 即 微分 方程 (5. 24) 中 最 高 阶 导 数 连续 。 l 
Du 局 部 林 积 ,不 是 充分 可 短 , 即 (5, 24) BR PRG muhin EREE T 
降 阶 直接 求解 即 u € wi, 称 为 强 解 。 
(D EUL — p) yw) = 0, 可 用 分 部 积分 等 方法 求 出 w 的 数值 分 布 ,wlz) 的 连续 性 
FM, Swe HB) EAP BAER FM, Se EE SR i E A 
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定 凡 是 范 数 满足 上 上。 = | AV < co 的 可 积 函 数 局 于 L 范 数 空间 的 ， 


d'iu 


总 之 ,微分 方程 a TE 十 a SOE 十 … 一 0 求 经 典 解 ,4 的 n 十 1 阶 导 数 存 在 ,n 阶 连 
Eu € wr. 

求 强 解 :w 的 n 阶 导数 存在 ,x E wh, 

求 弱 解 ;& 的 阶 和 导数 不 存在 ,x wh yn =2?,L=13;7= 4,0 = 2yn= 6,L= 3, 


例如 ， 
Lu) = £4 4u—2=0 (5. 25) 
DARE. sf, c= Our. =g, r=} 
WNIT SMA EER fF 
dtu = dz) 一 
| Tu ty — z)ude + [e — FE] el. =0 (5. 26) 
u E wu 的 一 阶 导数 连续 ,二 阶 导数 存在 ,ww E Ly. 
分 部 积分 ; 
flu = na- $8 GE de + gelam =0 (5. 27) 


wE wu € wh, RER OR PRES, SRE BRR 
fle 一 区 to 一 uf ldr — CA- ,=0， wE w, uE L, (5.28) 

最 常用 的 是 (5. 27? 式 , 它 可 使 对 播 值 函数 的 要 求 降 改 :05. 22DA E e 
KAHERE G. 26) 一 致 ,没有 多 大 好 处 。 

在 求解 过 程 中 , 迦 辽 金 法 将 基 枯 数 作为 权 冰 数 。 比 较 可 见 取 (5. 27) A RRR bre 
续 , 用 Lagrange 插值 函数 作为 基 落 数 正好 ,是 合理 的 选择 。 

自然 边界 条 件 的 满足 与 基 枯 数 的 选取 有 关 。 

可 见 , 在 上 例 中 ,只 要 将 xz 一 和 处 的 * 值 给 出 , 即 可 解 出 , 即 本 质 边 界 条 件 必须 在 求解 
中 如 入 .自然 边界 条 件 是 在 分 部 积分 求解 中 自然 满足 的 边界 条 件 。 当 边界 条 件 不 能 自然 
满足 时 ,那么 用 另 一 种 加 权 函 数 求解 边界 条 件 的 余 量 .。 


5.2 W4 (Variational) 


5.21 LAMM TARA 


— 2k59 
SUSE HE FP LS eB SB HE PAS 


J [u(r)] = | Fes sr)dr 
To 


; (5. 29) 
Ma] =Í [Lm) — pldzx 
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AGS} DEFT BB A A PERE ZS Ft OR SB, &7[x(z)] = 0, 但 我 们 感 兴 
趣 的 是 PU > 0, 即 极 小 值 问 题 ,这 与 矩阵 的 正定 性 相对 应 。 
= 33) H Euler 方程 


1. 一 维 情况 
J= f'ra Ha Hy "daz ARETE. 
BS = sx 一 0, 是 zx 的 某 个 增 量 形式 ,5a 值 可 以 任 取 , 极 值 存在 的 必要 条 件 是 ， 
dF ddF @ dF „d dF 
deu dedy Ja d tT EOD Ir de ~? (5. 30) 
这 是 一 般 形 式 的 Euer 方程 。 
2. 二 维 一 阶 情况 
J= [ees yrs dady 一 0 (5. 31) 
对 应 的 Euler 方程 是 : 


ea a (5. 32) 


二 维 高 阶 孙 数 也 可 用 上 述 方法 延伸 ,得 到 Euler 方程 ,但 要 注意 交叉 导数 项 的 存在 。 


例 ik 
F(T Yt ty) = is te +a) — Fla yu (5. 33) 
il Euler FRE: 
— (wr + tty) = f(x,y) (5. 34) 
可 见 Poisson 方程 (5. 34) 是 被 积 函 数 为 (5. 33969 22 pay Euler 方程 。 
三 、 变 分 原理 
现在 关心 的 是 道 癌 题 即 已 知 微分 方程 
E(u) = p (5. 24) 
工 是 自 伴 线性 正定 算 子 , 现在 问 若 此 方程 是 池田 取 最 小 值 的 Euler PRAM YB d 
是 什么 ? 
dG) = (Ea) 4) — 2 piu) f Eu — 2puJdV (5. 35) 


即 在 Hilbert 室 间 域 中 方程 65. 24) ARE u = ce, FFE n MA E FE REE CG. 35) 的 
J(u) TE u = wy RABE. 
证 明 (1) 必要 性 
Lay) = p WV PH RH u =u + g Je) > Fu), 
Jw) = Jaa + p = (Lan + Pru +) — 2 pa + 
= (La) my) + (Lend EO) > +H EO te) 一 2p) — 24p.7) 
= J (m) + Lla) — pp + (LGD. 
FLA J Ca) D> FC) BP JOO Æ u = u, ARRE. 
(2) 充分 性 
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Aye 二 四 时 Ja) Bee) IY Euler WH La) = p Belin $07 Ca + f)] = 0, 展开 ， 


由 正定 及 对 称 性 可 证 。 
总 之 ,相当 一 类 微分 方程 Ltm) = 户 , 只 要 工 是 正定 对 称 钱 性 算 子 ,可 以 转化 为 求解 泛 
RATER MBI 一 变 分 问题 , 这 样 就 为 有 限 元 求解 开辟 了 一 个 新 途径 , 即 ， 
MOTE > J ~ ol = 0 Rt a fA, 
一 般 解 法 ,J Cee) =|, (Zu) — 2pyudV 


aJ = ou = z r (se[Eca) — 2p] + uL ldu) dV 


= (ĝu, L(2)) — (u, 2p) + (u, £08u)> 

= 2(0u,L(u)) — 2(du,p) 

= Ziu, Liu) — p) = 0 (5. 36) 
SX TE nT PE, PT GS. 24) 有 时 可 用 变 分 法 求解 。 SCRE ESR TR, 此 
解法 与 迎 辽 金 加 权 余 量 法 是 一 致 的 而 迎 辽 金 加 权 余 量 法 则 是 变 分 法 的 推广 , 亦 可 用 于 求 
解 非 线 性 非 正 定 算 子 的 微分 方程 。 


四 .微分 方程 的 次 分 求解 
微分 方程 ; 
Tq) pa 35+ 54 =o, TIES 《5. 37) 
边界 条 件 : 
Lu) 一 9= 兴 一 4 一 0， xE! (5. 38) 
工 是 线性 .对 称 ( 自 伴 ) .正定 算 子 。 
Fu a di He 2 a Ol du\? 
wee T” ou az dx 2 | ži 2) 
Pu EA duo Ju Ii ‘Of au)? 
u= al a oao 
ee 
jeopanas= he agi + 8) dudzdy 


= Paes wee (2) fiza + le Mody A: sud} 


— JU GE + ap Se ddo + fl Bow Ge + oe Gr] a 


ate au | hi Zu) 
-j2 a + 3 Zu) d zdy + [|Z cos(a,z) + Z ostm, y) | oud 


— {| che dus a Ju Wu 
dx ar + gy or 


Jazdy 十 le | ad: 


三 jeoaxdt Se ffeb Dewas (5.39) 


分 部 积分 的 一 般 形 式 , 由 (5. 36) 及 (5. nai: 
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a= 2) (Ew — p)dudS = 0> 一 [fepe pou) + pduldady + [Ee =0 
(5. 40) 
(5. 40) 9 BRI RE LTE TC (ESR RS RP RA RAR EG. 24) P 
车 p= 0 » 则 ， 
f Leas = | L(u)ôudl = | cD(u)D(8u)dS 
5 S 5 
对 一 般 三 维 问题 ,如 (5. 24), 则 有 : 
Tes [ [eD@) Deu) + poujdV + fenas =o (5.41) 


TRAP RE PLES BAG RR AS T ,可 使 边 条 处 理 简 化 。 
5.2.2 Rayleigh-Ritz 法 ( 瑞 里 一 里 着 法 ) 


Rayleigh-Ritz 法 用 于 解 J =0 的 二 次 证 函 的 极 值 河 题 。 一 方面 ,微分 方程 元 (ze) = p, 
当 工 是 线性 自 伴 算 子 { 对 称 正定 ), 则 将 它 视 为 Jw 的 Euler 方程 ,由 OJ 一 和 即 可 解 出 zx 
来 , 且 可 证 明 与 迎 辽 金 法 一 致 。 

用 变 分 方程 求解 灵活 .方便 ,可 利用 数值 分 析 的 一 些 方法 。 


具体 作法 : 
Tt) =p, * EV 
La) =g, rES (5, 24) 
N 
u = Dat 
i=Q 


各 为 基 范 数 ,必须 满足 本 质 边界 条 件 , 在 节点 处 满足 w” ER hs ER HE OR A 
备 序列 ,如 L(x) 是 线性 二 阶 算 子 BBW Du) E w Du) E wD) E wi), 
此 时 降 阶 后 可 用 Lagrange 插值 函数 作 基 冰 数 。 由 (5. 40) 得 ; 


87, => |,[eDED DB) + põud + [guds = 0 


du; = da, 
所 以 
== [tec 32 a$,)DSa;$;) + põo p JaV + | goagdS = 0 
4 da, = 1; 则 
J; =— [LDC Lat DED + phJdvV + [eds = 0 (5. 42) 
所 以 


N 
> SEDD et Dg + ps HV — feas = 9, j = 015-4. 
A N+ 1 个 方程 , 解 出 N + 1 bot h REMEOR, Feu 
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5.3 一 维 有 限 元 法 


下 面 开始 就 多 个 元 素 合成 求解 进行 分 析 。 


je Hi a E a i’ 
S S Mil 2,1 2,1 2 
图 5.3 图 5. 4 

5.3.1 局 部 与 总 休 有 限 元 划分 a 

ENR, WOSe<1) ,边界 :Sz 一 0,z 一 1( 见 图 5.3), 将 区 域 划分 为 若干 子 域 , 称 
为 有 限 元 ,本 例 划 分 3 个 元 ,分 别 用 i 代表 ,每 个 元 的 交界 点 称 节点 ,每 个 元 素 的 模式 为 已 
= Q U S;; 凤 一段 区 间 吉 2 个 边界 节点， 

ñ Sina = Si: 
H=NUS= va 
im] 

图 5. 4 将 一 个 元 素 分 成 3 个 局 部 元 素 求 解 。 三 个 标 导 表示 法 为 ， 

元 素 单 元 号 Eat — 1,243; 

Bia ae ti? = 1,2,3.4; 

局 部 元 素 节 点 号 NIN =1,2 N ERP N = 1,2, 
为 了 表示 第 i 个 局 部 元 素 中 的 第 NN 个 节点 ,一 般 用 2% 表示 。 
涛 有 吧 表 示 第 二 个 局 部 元 素 的 第 二 个 节点 >) = 3( 表 示 总 体 节点 为 3}。 其 表达 式 为 ， 
Zu = Ay;Z; (5. 43) 
2, 表示 总 体 节 点 数 号 ,Zy 表示 局 部 单元 数 节点 号 .各 PARKER, 定义 为 
二 (5. 44) 1 
“o lo Ne l 


Vet ke 


N>j RRA MICE SHAS SHAH RAP SS. i Ai = 1,425;=0. 
5.3.2 局 部 元 素 与 总 体 元 素 的 基 函 数 


使 用 迎 辽 金 法 要 选择 好 基 函 数 ,如 前 所 述 , 对 一 个 有 老 个 元 素 组 成 的 总 体 有 限 元 , 按 
微分 方程 的 特点 ,用 Lagrange 或 Hermite M(BRURAB. RNNH SRB AER-T 
局 部 元 素 上 建立 一 般 性 的 求解 公式 ,再 利用 总 体 合 成 加 以 组 合 。 

— REDRICK 

由 图 5. 1, 如 取 两 个 节点 ,N = 1 相当 于 (C5.15) 中 的 各 ,NN 一 2 相当 于 (5.15) 中 的 加: 
= I4, w=: = iss (5. 15a) 


Pye = 
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原点 在 ¢ = 0( 中 点 处 ), 每 一 个 局 部 元 素 上 的 试验 函数 为 ， 
w= Y fyuy = (HH) 四 


dy 是 第 :个 局 部 元 素 节点 N 上 的 近 亿 解 ( 待 求 ), 即 当地 值 , 它 与 总 体 节 点 值 的 关系 


yy = Ayu,» 所 以 
T= Oat ae A eae (5. 45) 
SERRA, 
$= Sted iM by = $3 + 9 (5. 45a) 
和 OR 
j=l 2 3 4 
j=] i=2 1=3 
mh hk 各 Be MRR, 
j=l 2 3 4 
图 5.5 
二 .二 次 插值 函数 
由 C5. 16) 式 得 ， 
(5. 46) 


一 个 局 部 元 素 3 个 节点 ,其 它 布尔 矩阵 及 及 总体 与 局 部 元 素 的 公式 为 (5. 45) 与 
(5. 45a) 式 ,但 Aw 的 确定 要 与 总 体 节点 号 和 局 部 节点 号 相 匹配 。 

5.3.3 wit S (Galerkin) RAS ik A IR A A 

思路 : 先 按 前 面 已 经 讲 过 的 办 法 写 出 局 部 元 的 求解 式 , 然 后 按照 45. 45) 与 (5. 45a) 式 


建立 总 体 元 与 局 部 元 的 讨 算 关系 式 , 则 和 总体 元 可 解 ， 
微分 方程 La- p=—0 《5. 24) 
边界 条 件 Ll)—g=0 
一 ,总 体 有 限 元 的 解法 
$: 
u = pa = (h h …) E ， = 21 Fry, (5.47) 
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W: 
| Ta — pihdn — [ra 二 (5. 48) 
降 阶 与 分 部 积分 
| pe@pe@nan $ | pran = feras =0 (5. 49) 
车 分 析 的 间 题 是 第 一 边界 条 件 问 题 , g 项 不 存在 , 但 在 求解 时 本 质 边 界 条 件 作 为 强 
制约 束 条 件 胡 入 求解 ;若是 混合 边界 条 件 , 自 然 边 界 条 件 在 隆 阶 的 分 部 积分 时 得 到 的 公式 
会 自动 得 到 满足 ,也 只 须 加 .上 第 一 边 值 的 限制 即 可 6。 必须 指出 ,有 时 求解 二 ,三 维 问题 时 西 
值 函 数 并 不 忽 插 边界 上 的 情况 ,边界 上 杜 值 是 数 的 要 求 并 不 一 致 , 要 另外 给 出 。 一 维 问 题 
二 者 是 一 致 的 。 
| PGD ante, 一 一 f phan $ fends (5. 50) 
BiH RIER. & ge = 0, 得 
(Ay) (u,) = F, (5.51) 
Res [pada (5. 52) 


READ = | PONDER IX J ER ER LG) 分 部 积分 后 得 到 的 系数 短 阵 , 称 
为 总 体系 数 和 矩阵, 对 全 域 (i 个 元 素 ) 都 成 立 ; 政 是 yx 1 的 列 矢量 , 称 为 总 体 输入 矢量 ,j, 
= 1,2.-°.0, FEAR PRE) = PETOT EP 

这 个 总 体 有 限 元 不 必 另 外 进行 计算 , 只 须 将 与 此 微分 方程 一 致 的 局 部 有 限 元 的 当地 
元 素 方程 列 出 ,然后 根据 总 体 元 与 局 部 元 的 匹配 关系 式 即 可 求解 。 


二 ,局 部 有 限 元 方程 
微分 方程 与 边界 条 件 是 (5. 24) ,有限 元 方程 是 前 面 讲 过 的 (5. 48) 式 。 下 面 举例 分 析 。 
SLO — p = £4 一 atu 一 f(x) = 0, 边 界 条 件 是 本 质 边界 条 件 。 
#65. 48) 式 :| [$4 — att — fe pde = 0, 其 中 大 是 局 部 元 长 度 。 
Sicha = Y) fri 
分 部 积分 有 限 元 方程 得 ， 
站 各 + cpt) drt = [Ferdi 
写成 ， 
Alumiiy = Fig (5. 53) 
其 中 
Au = |E SB +. egg ja 
Fu => [Fdz 
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对 于 用 线性 Lagrange (AERA BWA : 
一 人 二 
g=- GS), = HD, 站 


Bir LA Fag BB AR RAGE 4ww A: 
Aig HP (eH + Respite at, NM = 1,2 
1 ha hat 1 
üu äg k 3 6 A 
ww = = (5. 54) 
Anm ie | ha’ 1 1 = ha? 
6 h oh 3 
A 
1 hoe 2 
Fu=— | ull pat = ( DY (5.55) 
2 
称 为 局 部 输入 矢量 。 
来 节 整 个 计算 在 前 面 Galerkin 法 中 己 全 部 学 会 ,其 它 形 式 的 微分 方程 完全 可 用 类 似 
了 乎 上 述 的 方法 。 
三 .总 体 有 限 元 与 局 部 有 限 元 的 关系 
(Am (a) = Fi, 万 下 二 1.250" (5.51) 
对 上 面 的 例子 有 : 
A=, “fs th AE j= 1,2,3,4; = 1,234 (5.56) 
其 中 由 (5. 45a) 式 得 ， | 
i 
= DA, fe = DA (5.579) 
i=] i=l 
代入 (5.56) 得 ， , 
I ; ; 
Ag = Sif Ste ee arp [de Died) = Dy Aidi (658) 
Bp, 
aa = 2 ayun ;Am 
i=] 
T 
Fy = J) Fum (5. 59) 
=] 
vay, 
J: il 2 3 4 § 
fx 1 2 3 4 
Nil 21 21 2,1 2 
图 5.6 
153 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


anran 分 别 为 Ags Ave 中 各 元 素 。 应 用 名前 的 关于 布尔 矩阵 的 定义 起 ,可 以 写 出 As 


HERR: 
a, ai, 
A aj as + ay aiz 
ges 
, ay a’, + ay ajz 
az dze 
1 ha ath 1 
ht 3 6h 
ha 1 2,2,2 ah 1 
6 tava OS h 
7 hè 1 2, è Ph 
6 h A 3 6 A 
h _ 1 1 ha 
6 下 
Fi h/2 
CAN F+ Fi 
F,= 2 Feds = aa (~ H) ; 
F: hf2 
给 出 定 解 条 件 ,就 可 求解 。 
A &a@=1, f=0,4=0.5, af0) = 1, a(l) = 7.329, 则 ， 
| 2.1667 | 
Aya = 
— ]. 9167 2. 1667 
| 2. 1667 — 1.9167 
— 1. 9167 4, 3334 — 1. 9167 
An = ars z 


Ay ee Oe SFERALAR EPIRA = 0.5, 有 5 个 总 体 节点 见 
图 D. 6; 所 以 : 


2.1667 一 1.9167 
— 1.9167 4.3384 — 1.9167 


必须 将 本 质 边 界 条 件 强 制 播 入 ,得 : 
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1 0 0 0 0 t i 
— 1.9167 4.3334 — 1.9167 0 0 Ha 0 
0 — 1.9167 4.3334 一 1.9167 0 ui=— | 0 
0 0 — 1.9167 4.3334 — 1,9167] | t4 0 
0 0 0 0 1 J las 7.329] 
解 得 :ze = 1.637, vs = 2.692, us = 4.456, 
四 小结 


(1) 一 维 问题 用 局 部 元 素 的 4ww 在 各 节点 上 由 (5. 58) 和 (5. 59) 式 分 别 求 得 总 体系 数 
矩阵 和 总 体 输入 变量 ; 

(2) 总 体 节点 增加 只 将 第 阵 延 仲 ,使 第 阵 阶 数 增 大 ,通常 带 状 对 角 元 素 值 不 变 ， 

(3) 基 函 数 将 大 大 影响 计算 工作 其 ， 

(4) 边界 条 件 约束 必须 在 求解 过 程 中 仔细 分 析 , 自 然 边界 条 件 在 分 部 积分 时 要 加 上 ， 
其 影响 自然 满足 :本 质 边 值 必须 在 求解 中 强制 族人 ,不然 解 无 意义 。 


5.4 二 维 有 限 元 法 


从 Galerkin 法 的 基本 原则 与 推导 过 程 可 知 , 一 维 与 二 维 完全 一 样 ,只 是 积分 域 从 线 变 
成 了 面 。 求 解 方法 是 用 局 部 元 素 与 总 体 元 相 匹配 的 方法 。 现 在 的 问题 是 : 

。 二 维 问题 局 部 元 素 如 何 选择 ? 

+ 选择 怎样 的 基 函 数 ? 

> 边界 条 件 如 何 处 理 ? 

首先 将 前 面 求解 的 最 基本 的 公式 罗 列 如 下 : 


(Ag) Cu) = F; (5.51) 
I 
Ap = >) Andy; Au; (5. 58) 
Er l 
= P Fuba (5.59) 


5.4.1 ERARE 


一 ,有 限 元 的 划分 

二 维 问题 将 解 域 划分 为 许多 元 素 ,元 素 间 的 边界 由 节点 相 联系 ,节点 上 的 未 知 量 是 要 
求解 的 值 ,每 个 局 部 元 素 上 基 函 数 必 须 满足 相 容 性 ,协调 性 的 要 求 , 即 由 微分 方程 最 高 阶 
导数 决定 节点 处 变 最 连续 性 的 要 求 ,最 常用 的 元 素 形 状 是 三 角形 与 矩形 。 

方程 的 近似 解 是 对 元 素来 建立 的 ,每 个 元 素 内 通过 插值 芳 数 来 求解 元 案 节 点 处 的 
w HRA SR uw’, 值 等 。 

二 .二 维和 矩形 局 部 元 中 的 基 函 数 

如 用 Lagrange 线性 插值 函数 作为 基 范 数 ,保证 节点 处 连续 性 的 要 求 , 只 须 将 一 维 
Lagrange 插 值 式 苞 配 ,有 即 可 得 给 阵 元 基 函 数 。 
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图 5,? 
图 5.7 中 注 上 了 局 部 元 节点 ; BN 一 1,2,3,4。 可 利用 (5,15) 在 $8,7 方 向 的 匹配 得 : 
1-1-7 _l+¢1l-7 
j = > 2 ? $y re 9 2 7 


p20 g =4—t1ty 
> 2 Bo T r 2 2 


写成 统一 表达 式 : 
_ 14+ on 1 + Fn 
fy = 2 2 


EB Oy 分 别 是 局 部 元 节点 六 处 上 ?的 当地 值 , 如 六 一 1 处 才 一 一 1 一 一 ]。 


图 5.8 


二 次 播 值 :其 在 某 一 方向 中 有 三 个 节点 ,加 一 个 中 心 节 点 则 由 图 5. 8 所 示 的 9 个 节 
点 。 此 时 所 得 的 基 郴 数 分 别 是 纪 ,7 了 的 二 次 函数 ,函数 的 确定 由 与 (5. 46) 的 还 配 而 得 ， 


hy = am C1 + my) C1 + fin, N = 41,3,5,7 
ty = STW + me) — £2), N = 256 
ty = Fw + tty — 9), N= 4,8 


w= aAa- N=9 
如 用 Hermite SME AB th A F Lagrange 2p 3k BY LACE Z 


三 、 局 部 元 素 Poisson 方程 求解 
该 方法 是 指 Poisson PHAM SIMA RRR Ayu ,Fw 的 求解 。 
方程 
Au 一 十 = Qy = const (5. 60) 
ax ay 
边界 条 件 ， 
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ulrl) = «l0, y) = 1 
tkr 0) = ulay) = 1 
EAR RE 5S TREHI 0S<? 委 1 。 
L REER 
ulz.y) = uyy AN = 1 3 4GRAL, 
py — Litir 1+ My, 
2 2 
2， 辽 了 过 金 加 权 余 量 法 的 分 部 积分 
ic + tiny — QydQ — | E -gjd = 0 


A G + y a iia) fair | aheimis 


ine eae at 4. Hx sn Bu) aan i) tity) = fi i, 全 fatay 


f=—2r-—1, y= 2y—1 


3. E h Alvar e Fw 
a -$ 一 上 —B 
; —b a 一 一 上 
eS —e —b a — >% 


4. KALTA 


(5. 61) 


(5. 62) 


WRB. DADA MLA. Eh FRE BIC RRR A R 


HRA, RED BSCR SER EAB TORRES LAR ANT e 


四 ,总 体 有 限 元 求解 
Poisson 方程 ， 
Liu) — p= Au —Q=0 
边界 条 件 : 
u(x,2) = 1, u(O,¥) 一 1 加 | 一 0 ia 一 0 
其 中 
Q = zr — 1)8ky — 1) 
ò # Dirac 国 数 。 


L 作 图 并 划分 元 素 , 注 明 标号 
re wt FEE ti; = ts = tty = uy = ity = 1, 只 要 求 出 Ug s Ws 952 1 eg 即 可 。 
基本 公式 为 (5. 51),(5. 58) 和 (5. 59), 
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(5. 60) 


(5.63) 


图 5.9 
其 中 
Z 
3 
2), z ön u 
Ayn Hal az dn y 2 7 
Ga az dy üu 
dy A Aag ag 
这 是 已 知 局 部 元 的 结果 , 即 (5. 61) 式 ， 
1 
1 
| 1 


BN C5. 62) 式 。 
2. 求 Al X 9) 
根据 55. 58) 式 (其 中 I 二 4), 最 后 求 得 ， 


2/3 一 1/6 . 0 —1/6 一 173 
4/3 ~1/6 —1/3 —1/3 
2/3 0 — 1/3 
对 4/3 — 1/3 
Ay= 8/3 
称 


下, 一 一 Jesc — 1)dCy — 194d 一 一 Que Fae =— Qef 


3. MAHA GH 
加 入 本 质 边界 条 件 后 由 (5. 51) 可 得 ， 
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| 


Nel 2 
局 部 元 
zd, aL 

6 3 

i 

3 6 
_i 2 
3 3 

oe See 
3 6 
0 0 
— 1/3 0 
— 1/6 0 

0 — 1/6 

—1/3 — 173 
4/3 0 
2/3 
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0 
0 
0 
— 1/3 
— 1/3 
— 1/3 
一 176 
473 


4/3 — 1/3 — 1/86 一 173] ji 1/2 
8/3 —1/3 一 173 us| _ Qe + 5/3) #6Q,=1 
对 2/3 — 1/6) |e, 
称 4/3 d lus 1/2 
I Gh Us uy u) = (0.783 0.525 0.655 0.78327. 
而 根据 解析 解 可 得 ; (Cu, us t ua)” = (0.756 0.127 0.719 0.756)" ,比较 可 
知 ,ws RER, 因为 对 复杂 的 温度 分 布 , 用 线性 分 布 Lagrange 插值 前 数 作为 基 函 数 不 太 
合适 ,用 二 次 插值 函数 作为 基 消 数 可 使 解 更 合理 ,但 计算 复杂 。 
上 面 已 将 求解 过 程 与 方法 说 清楚 了 。 


5.4.2 三 角 元 总 体 有 限 元 求解 


一 、 基 荡 数 的 定义 

若 解 域 是 一 个 非 正规 的 几何 外 形 , 则 用 三 角形 元 素 比 较 合 运 。 

这 里 介绍 在 节点 上 veE wy? 的 情况 , 即 用 线性 插值 函数 的 情况 ,w E we,” AY Hermite 族 
基 落 数 解法 相同 ,但 复杂 得 多 ,就 不 再 介绍 了 。 在 一 维 与 二 维 撼 形 元 中 , M ry EMERE 
PHS WE HERR BER = f(z,y), 但 非 正 规 形 的 坐标 不 易 确定 ,通常 用 自然 坐 
标 系 , 即 面 积 坐 标 系 来 确定 基 消 数 。 

对 于 三 角形 元 : 

u= SS din (5. 64) 


$y = Ly = 2S 是 三 角形 的 总 面积 。 


x =] 2 


图 5. 16 


现在 将 三 角形 中 任意 点 PCz,y) 作 顶 点 连 线 ,以 顶点 对 应 边 为 底 边 的 三 角形 冠 以 顶 
点 的 标号 ,得 面积 SoSo So BEKER: L 一 六。 用 Lx 作为 基 范 数 的 变量 ,所 以 加 一 
IL 显然 ,在 顶点 处 ,Lx = 1, 而 在 三 角形 的 其 它 两 个 端点 为 0, 符合 Lagrange 插值 隙 数 的 
要 求 。 且 元 十 五: 十 瑟 一 1。 


it = Xi Lyin (5. 65) 
N=1 
当 三 角形 元 的 三 个 顶点 由 Pilz +01) Po Cates 52) :P(xss ya) 确定 ; 由 解析 几何 得 整个 
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三 角形 的 总 面积 为 ， 


lana» 
S = “det | z, = (5. 66) 
l zs Js 
局 部 面积 为 ; 
1 2 入 
J= 六 det x | (5. 67) 
l xs Ys 


Oy yy FRIAS HE Cay 为 三 角形 中 Piz,y) 点 位 置 ) 。 
所 以 Ly = 过, 同 理 可 求 得 LL RM, 


Li Fte — Feta Yz — Ys a — T; 

L i= PC Y T hö yoy A Ts 
3 Yat) Y yS y: Tg — t 

Z Poisson 方程 的 局 部 光宗 的 矩阵 

F Lt) — p = du — Q = 0, WIS WRM 法 分 部 积分 得 ， 


ty Dy Wy By a 
lil ae A ay Pe dady{iy) = IEZEE 


fl abn aim dLy dba 
ar ar ay dy 


1 
x (5. 68) 
y 


aaB = Aimy) = 本 = 一 人 onardy 


(5. 69) 
i AA Li t L+ L= 1, FRR L; = lall L = 1 — L — L, 所 以 
| Sy |d 4 Ha}, Ha (d; al 
ax dr az}? ay ay ay 
_ [ft thy aku aby dha a a 
I=1,4+1,~[ 2 gr dedy + | 32 rary = Ain (5. 70) 


先 分 析 I, ， 


a By (Bbx Ba 4. n da), {My Ba, u | 


_ fabs aly ay ay 
= [Ser m t Ss o [For o + o- w] 


fe eral 3, AR 


p= Je ak = T Onn 一 Ynt) Cyn 一 Yma) (5. 71) 
REN APRN M 0,1,2,3 再 到 1M Bi, Bre 


abn ab 1 
I= I, ee 5, da = pf aa = BS = agen 一 Yni Ymy 一 Yate) G. 72) 


这 是 由 于 有 是 常数 , 而 对 整个 区 域 积分 最 后 结果 显然 是 区 域 的 面积 。 同 理 可 得 : 


_ ff thx tag 


> Wa ay ay Ag (ome — Tyo) Comer — Ture) (5.739) 
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最 写 得 


bf bb, bb, ae A: dda 
Aue = z 对 bt Baby $+ > 对 a aa (5.74) 
kon wod 


其 中 :aa = 2, — Ems 0 = Ya Yn domon AMIR A l= 1,2,33m = 2,3, ln = 3,1,2 
分 别 列 出 三 个 方程 可 解 三 个 未 知 量 ca oad, es RALEA F : 
局 部 输入 矢量 Py 一 一 cd = foran, 


Ser ee _ ml! + m2! + m3! 
张 捷 迁 证 明了 J La (mi 十 m2 + m3 十 21> 


在 这 里 ,ml = 1,m2 = m3 一 0, 所 以 ， 


1 
ne=-ajas=- $= Bh} (5. 74a) 
1 
t 1 
{Alvis} | #2 | = — as ll. 
Ws i 
FE u 可 解 出 。 
还 应 嵌入 本 质 边界 条 件 ,但 对 于 一 个 局 部 元 素 的 解 我 们 并 不 幅 入 ,这 主要 为 总 体 元 素 
求解 作 淮 备 。 


三 、 二 次 分 布 的 三 角形 播 值 函 数 
在 三 角形 每 一 条 边 上 有 三 个 节点 ,整个 三 角形 有 6 个 节点 ,如 区 5.11 所 示 。 其 中 2、 
4.6 节点 在 各 边 的 中 点 上 ,其 基 匡 数 为 ， 


$= a + bly + cl; + dli+eli + fl, ig) 
Ripe — PALE BI L sl 值 , 可 列 出 6 个 方程 , 解 出 
a,b,c,d,e,f, A: 6 4 
= L + 2, fh = l t 228i, hS i t 23 
P = Alile, Pa = 4LaLs; = Alah @ 7 30 
对 工人 za) 一 p=0, 照 样 可 代入 求 出 Afus 只 是 麻烦 多 
了 ,方法 类 同 于 上 面 , 这 里 就 不 介绍 了 。 Rel 5. 11 


.三 角形 元 总 体 有 限 元 求解 
问题 :两 块 等 边 三 角形 平行 平板 对 称 放置 , WE K 边 
长 ,中 间 有 流体 存在 , 当 二 平板 以 等 如 运动 ,不 可 下 流体 由 其 中 挤 出 , 二 板 中 有 压力 场 ， 


其 控制 方程 是 ， 
Ap = z + ee = a = const = G, p = plz, y) 
边界 条 件 :y = Oy =2-V32,y=V 3r ERE, p = O, 
求解 过 程 如 下 ， 
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fl 5.12 


(1) 选 元 素 

见 图 5. 12, 总 体 元 4 个 节点 ，3 个 元 素 , 工 一 3 一 4; 局 部 元 3 个 节点 ,N = 3 在 局 部 
元 与 总 体 元 节点 耦合 时 ,注意 转向 一 致 ( 道 时 针 ) ,其 中 xz,ys 为 已 知 ， 

(2) 总 体 有 限 元 方程 


(Ap) Gi) =F, (5.51) 
3 
Ag = DANwAnAse (5, 58) 
i=l 
3 r 
Fi = $ Fudus (5.59) 
r=] 
Aa JA X ARERR, 为 4 X 1 列 矢量 ,由 于 Aku Fu 由 (5,74) 与 (5. 74a) 求 出 最 后 得 : 
al 十 az aie ah al F ajs 
an ay + an ai azs + ais 
Ay = 3 z 2 2 2 z 
ay, än a 十 ay üz 十 Ais 


1 3 2 1 2 a 1 2 a 
ay a Ay As üg 十 ay az 十 aa + 45; 


四 个 方程 解 四 个 未 知 数 , (Ay) (a) = Fy ERAT E ay = u = m = ORA: 


1 0 0 0 Hi 0 

0 t 0 0 ity 0 医 3 

0 0 1 0 了 二 0 3 
an +a, ay tay a tay da t an F ag) be 1h 5; + 53 


局 部 元 素 中 各 roy 均 已 知 。 
2 EF StS tS 
i 3 aks 十 ass F ay; 
—— Se Ss (5.75) 
glo + at!) + glot + af) + got + af) 
EPS, 为 三 个 小 三 角形 的 面积 ,而 负 王 太一 只 等 65.74) AU RERE. 最 后 得 到 ， 


a= G Gy — 2+ M $2) O44 一 “wi Bry. 
tg CT ya) = 3 r P = Ps 
Ziy tM 3 2g) — BC, + y 
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而 精确 解 为 ;一 一 人 十 2+ VEDOVE n = n= ERA 


af 3 
(5.75) Bree Ss m 相等 。 
=A Os p SRR RRMA u 均 有 不 同 程度 的 误差 , 主要 是 总 体 
元 分 成 的 局 部 元 较 少 引起 的 ,这 里 欠 是 介绍 求解 的 方法 与 过 程 ,真正 求解 时 应 多 分 几 个 局 
部 元 。 
整个 这 程 以 Poisson 方程 为 例 , 对 其 它 方程 也 可 如 法 炮制 ,到 此 我 们 介绍 了 用 迦 辽 金 
加 权 余 量 法 总 体 元 求解 的 全 过 程 ， 


5.5 流体 力学 有 限 元 法 综述 


主要 介绍 有 限 元 法 ,尤其 是 迎 辽 金 加 权 余 量 法 在 下 述 三 种 隔 题 上 的 应 用 : 

(1) [RAHAT EEE: 

(2) 二 维 粘性 不 可 压 流 ; 

(3) 二 维 可 压 流 ， 

5.5.1 二 维 不 可 压 位 势 流 

流体 力学 中 介 银 过 二 维 不 可 压 位 势 流 的 控制 方程 是 Laplace FFE: 
Vi$=0 (5.76) 
VF=0 (5.77) 

HEP RR. ARAA REY 给 出 第 一 类 边界 条 件 , 即 物 面 中 一 条 流 线 ,到 一 


const; 而 # 给 出 第 二 闫 边界 条 件 , 即 六 = (2) = 0.$ 或 罗 求 得 后 ,速度 即 可 解 出 ,再 算出 
压力 p, 问题 就 解决 了 。 


Bl 5.413 


设 无 因 次 的 来 流 ua = 1 Hitt R = 1 的 圆柱 ( 见 图 5.13). 这 是 一 个 上 下 左右 对 称 的 
流 场 , 只 需 分 析 abcd g HARTAT. 边界 上 的 F., 
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(D age i Y = 0 SHR: 
{2) ab Ah, 
F, Y, 
| dr = | wody 
Yi Ya 
Y= V+ uly — ya) = y 


Hol Ye 一 Ha) = F, = ye 
(3) Bd 外 ;于 二 于， 


(4) cd 处 te 一 中 一 0 © go 

求解 过 程 如 下 ， 

{1) 将 网 格 划 分 成 三 角形 元 素 , 取 四 分 之 一 流 场 , 顺 同一 方向 编号 , 预 估 物理 量变 化 
剧烈 地 方 网 格 加 密 ; 

(2) 局 部 有 限 元 求解 要 = LH, ; 

(3) 总 体 元 求解 : 


Ay’ F, = F, = 0, A AQ = 0, HH A, = Dy Abadi 
对 于 我 们 的 问题 可 取 了 = 111, 由 于 是 ries 方程 ,可 以 引用 (5, 74) 式 ， 
LA bibs bib ai ada aay 
Aw = sl m b; bobs | + ee a; KEHE) i 
1b, bb b; 153 Azz as 
Ht LR ae SR Re a A EY JO) ETT RAL RRA, 5.75) 式 只 算 了 17 
= 3, 且 边界 条 忻 也 不 同 , 现 在 7 = 111,616.51), 65.58), 65.59) 式 可 借助 计算 机 求解 ， 


我 们 假定 已 经 完成 .A%,， An 是 布尔 矩阵 ,其 值 由 总 体 节 点 及 局 部 节点 的 排列 确定 ,从 计 
算 方法 来 说 已 解决 了 。 


5.5.2 不 可 压 粘 性 流动 


Fy = (5. 78a) 
ou a _ lə 2 
do TY ay po IV (5. 78b) 
ae a lə 2 
“tta pa TOS (5. 780) 
求解 方法 有 下 面 三 种 。 
— RRR 
W=u P=—v 
J a 
zy 78b) — mor 78c) 
消去 压力 项 得 ; 
UVF EET, — BV 二 0 (5.79) 
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这 是 非 线 性 与 非 自 伴 的 高 阶 偏 微分 方程 ,求解 十 分 麻烦 ,即使 用 迎 辽 金 法 也 要 多 次 选 代 ， 
MRE Re KL 里 动情 况 下 ,对 (5. 79) 进行 篇 化 ,方程 中 的 vie Regi Ml v1, 
(5. ?9) 式 的 后 两 项 可 略 去 ,得 : 


yF =o (5. 80) 
MIT SR BAF : 
FV PLs IW Fly | FW FLy 
| | | ax? ar’ 2 axdy dxdy y ay? ay? — 


+f a +B) en | Be, dl = 


首先 Ly FRE RAE Lagrange 形式 ,必须 保证 节点 处 主要 是 交点 处 一 阶 导数 连 
续 , 用 Hermite 插值 函数 为 基 函 数 即 可 以 保证 节点 处 流 画 数 及 其 一 阶 导数 连续 . 式 中 的 加 
与 % 分 别 指 边界 曲线 的 法 向 与 切 向 导数 ,有 了 基 范 数 后 其 余 作 法 与 的 前 面 一 样 ,首先 求 局 
部 元 的 Ave 与 Fir, 再 得 Ag Per BAMA IQR 

二 、 流 函数 涡 量 法 

CRAB: 


Vw — Vw, = ula, + @y,) (5. 81) 


Fa Fp =w 
SP = VyLy,o = oyin HULER RELER ET BAH ESR RW AF 
RAPE o OFA Bie» 因此 不 易 求 解 。 

= ILO N.S. 方程 :速度 压力 法 求解 ,直接 联 立 求解 
(1) 迎 辽 金 方法 分 别处 理 各 基本 方程 , 联 立 解 代数 方程 组 。 
(2) 为 使 方程 线 化 , 惯 福 项 前 的 变量 用 上 一 次 计算 的 结果 或 近似 解 代 入 。 令 

u = unPiy 

| 3 Unbox 

È = Pate 

质量 方程 用 压强 的 起 函 数 来 邵 权 是 为 了 便于 方程 联 立 求解 。 


Tarot + Z) a0 = 0 


| 
i] 
tay 2 has 


Jleg T 


EP mot, err ee E 由 于 最 高 阶 次 一 
般 是 一 阶 的 , 即 立 ,ZE 本 ,粘性 项 可 以 分 部 积分 ,因此 可 用 Lagrange 线性 插值 函数 作为 要 
郑 数 ,如 用 三 角形 元 可 令 ty = ow = Ly RE, 


L gss TAN lin) e Mp FAA) = 0 


da LP orla 
关节 a oyu} da ü 


dü = 0 
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zy 疝 动量 方程 也 可 类 似 写 出 。 

1974 年 Hood. p & Tayer.G 在 解 N.S. 方程 中 就 提出 最 好 使 速度 的 基 沙 数 取 二 次 分 
布 Lagrange 插值 函数 ,和 而 压强 的 基部 数 则 用 线性 分 布 的 Lagrange FRR HER, 
到 的 速度 与 压强 的 精度 都 是 一 阶 。 如 果 速 度 与 压强 都 用 一 种 基 函 数 表示 ,那么 速度 精度 商 
而 压强 较 差 , 解 不 太 合理 。 

另外 ,边界 条 件 可 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 给 出 当地 的 速度 值 ,一 部 分 给 出 边界 上 的 压 
HE., 速度 压力 法 的 优点 ， 

(1) BE BIS HE, HARE AIR RAG, 

(2) 只 要 保证 交点 节点 处 变量 存在 ,可 用 Lagrange HAH EA 

(3) 速度 压力 边界 条 忻 直 接 幅 入 矩阵 求解 ; 

(4) 计算 时 间 较 少 ， 


5.5.3 可 压 粘 性 流动 
以 二 维 为 例 ,简化 的 P. N.S, 方程 为 {1. 40) 式 : 
ue +v 7 yt nE 5 十 æ) = 0 


dy 
ee 
uv, + vv, eo an Vyy 
Aes Pate Pee eet | Pl) 
p= pRT 
近似 解 的 表达 式 为 ， 


ay) = Hla. yp 
u(xsy) = PCr, ydin 
viry) = (a, yon 
Tla.y) = plr, y) Ty 
SAUL ERO RAR, BH Bi SR. 2RR, HEA pn, 
DT APARES EN, HD: 
质量 方程 : 1, =<, poedel, py > = 
动量 方程 ,7 =<, u> huy > = 0 
=<¢,v>a=<sl, Soy >= 0 
RATES =<, Toe, iT y >= 088 LIRA RICK, RM a, a, v, T. 
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第 六 章 ”并 行 计算 的 基本 概念 


6. 1 引言 


计算 流体 力学 (CFD) 需 要 高 速度 ,大 容量 的 计算 机 ,即使 在 目前 工艺 水 平 所 能 提供 的 
浮 点 运算 速度 最 快 , 容 量 最 大 的 超级 计算 机 不 进行 计算 ,一 个 二 维 非 定常 间 题 的 数值 模拟 
也 要 花费 几 十 个 CPU 小 时 。 用 计算 机 对 整 架 飞机 进行 设计 ,必须 考虑 谢 流 和 真实 气体 效 
应 ,求解 复杂 的 三 维 内 流 场 和 外 流 场 ,需要 Teraflops 级 甚至 Petaflops 级 的 超级 并 行 计 算 
机 。 正 是 各 个 领域 类 似 的 大型 科学 计算 问题 ,如 核 模拟 ,数值 天 气 预 报 , 石 油 地 震 数据 处 
理 . 遥 测 遥 感 . 粒 子 物理 以 及 CI 数据 融合 等 ,提出 了 对 计算 机 性 能 越 来 越 高 的 要 求 , 促 使 
计算 机 不 断 更 新 换代 满足 这 种 需要 , 才 准 动 了 计算 机 学 科 的 不 断 向 前 发 展 。 反 过 来 ,计算 
机 学 科 的 发 展 又 促使 计算 流体 动力 学 等 需要 高 速度 .大 容量 的 计算 机 作为 研究 工具 的 学 
科 和 专业 朝 更 深 、 划 高. 曹 广 的 方向 拓展 ,进而 义 提 出 对 计算 机 性 能 葛 高 的 要 求 ,成 为 设计 
新 一 代 计 算 机 的 源 动 力 。 

自从 1946 年 第 一 台电 子 数字 计算 机 问 进 以 来 ,计算 机 的 发 展 先后 经 内 了 四 代 , 目 前 
正 向 第 五 代 过 小 。 人 们 通常 习惯 以 电子 管 (V) RECT) .中 小 规模 集成 电路 /大 规模 集 
成 电路 (LSI) .超大 规模 集成 电路 CVLSI) 等 器 件 的 变革 作为 计算 机 换代 的 标志 。 当 然 ,这 
种 器 件 的 更 新 ,其 速度 ,功能 ,可 和 党 性 的 不 断 提 高 和 价格 的 不 断 降 低 ,确实 在 不 断 地 推动 着 
计算 机 的 发 展 , 是 计算 机 性 能 得 以 提高 的 物质 基础 。 但 是 ,如 果 把 某 一 时 期 器 件 性 能 的 提 
高 和 同一 时 期 计算 机 系统 性 能 的 提高 作 一 香 比 较 , 不 难 发 现 ;计算 机 系统 性 能 提高 的 指数 
要 比 器 特性 能 提高 的 指数 大 得 多 ,其 中 计算 机 体系 结构 的 改进 是 计算 和 机 系统 性 能 得 以 提 
高 的 重要 因素 .这 种 情况 在 计算 机 近年 来 的 发 展 中 变 得 更 加 明显 ,这 是 因为 器 件 性 能 的 提 
高 受 门 切 获 和 光 传 输 连 度 的 限制 ,已 经 越 来 越 接近 它 所 能 达到 的 极限 ,每 一 点 点 提高 都 要 
求 在 器 件 的 制作 水 平 与 工艺 上 付出 成 倍 的 努力 解决 上 述 问 题 的 出 路 只 有 一 条 ,不 断 更 新 
计算 机 的 体系 结构 ,其 突出 特点 就 是 将 并 行 性 越 来 越 多 屯 引 入 到 计算 机 系统 的 设计 中 。 


6.2 基本 概念 
为 以 后 叙述 方便 起 见 , 我 们 先 介绍 与 并 行 计算 有 关 的 一 些 基 本 窒 念 和 术语 。 
(1) 时 间 与 工作 量 


对 于 在 独占 方式 下 的 单 CPU 系统 ,CPU 时 间 经 党 用 来 度量 所 完成 的 工作 量 , 此 时 
CPU 时 间 和 墙 上 时 间 (Walltime) 比 较 接 近 。 多 个 CPU 同时 运行 的 能 力 使 得 工作 量 和 完成 
该 工作 所 用 的 时 间 有 必要 加 以 区 分 。 在 多 CPU 环境 下 运行 多 任务 或 多 进程 程序 ,可 以 在 
草 得 的 墙 上 时 间 内 完成 单个 CPU 所 完成 的 工作 ,但 由 于 存在 各 类 开销 ,程序 运行 的 CPU 
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时 间 的 总 和 一 般 会 有 所 增加 。 

(2) JE (Granularity) 

通常 指 模拟 问题 的 计算 规模 ,但 近年 来 也 有 人 将 它 定 义 为 模拟 问题 的 计算 量 与 通信 
量 的 比值 。 

(3) DnE tk (Speedup) 

相对 最 优 的 串 行程 序 在 单 CPU 上 执行 的 墙 上 时 间 与 模 氟 同一 问题 的 并 行程 序 在 多 
CPU EST AHH EAT TAIZ E, 

(4) WË (Efficiency) 

加 速 比 与 并 行 计算 所 用 CPU 数 之 比 。 

(5) 开销 (Overhead) 

为 了 梨 证 运行 结果 的 正确 性 ,在 并 行程 序 设计 中 可 能 要 引进 一 些 宛 余 计 算 ,进行 必要 
的 同步 和 通信 ,导致 并 行 计算 的 工作 草 与 串 行 计算 相 比 会 有 所 增加 ,增加 部 分 所 花费 的 时 
加 就 是 所 谓 开 销 . 各 处 理 机 的 开销 记 为 名 , 总 开销 记 为 已 ,显然 有 和 护 . 一 > 总 。 记 当 某 处 理 


机 并 行 计算 的 墙 上 时 间 与 了 ,完全 一 致 时 的 开销 为 @,; 通 常情 况 下 可 用 Q&/p 近似 表示 久 @， 

(6) 性 能 价格 比 

算法 在 机 器 上 执行 时 所 取得 的 性 能 与 机 器 价格 的 比值, 可 用 于 指导 用 户 相 购买 机 器 
时 ,在 性 能 与 价格 之 间 折 囊 。 

(7) 代 件 (Cost) 

并 行程 序 在 多 CPU 上 执行 的 墙 上 时 间 与 处 理 机 台数 的 弱 积 。 

(8) 并 行 开 和 销 (Parallel Overhead} 

代价 与 同一 模拟 问题 的 串 行 程序 在 单 CPU 上 执行 的 墙 上 时 间 之 差 。 

(9) 并 发 度 人 

在 算法 中 能 同时 执行 的 最 大 任务 数 ， 

(10) AAE R) | 

六 台 处 理 机 完成 的 总 的 单元 操作 数 ( 非 发 呆 时 间 的 总 和 ) 与 单 台 处 理 机 完成 同等 规模 
问题 的 单元 操作 数 之 比 ,表示 软件 并 行 性 与 硬件 并 行 性 何 的 匹配 程度 。 

《11) 利用 率 

效率 与 完 余 床 的 老 积 ,经 化 简 训 知 , 它 表 示 单 位 时 间 内 在 各 处 理 机 上 并 行 执行 所 完成 
的 平均 操作 数 与 在 单机 上 曲 行 执行 所 完成 的 操作 数 之 比 , 即 并 行程 序 在 执行 过 程 中 资源 
《处 理 机 .存储 器 等 ) 避 持 在 忙碌 状态 下 的 百分比 。 

(12) 并 行 性 质量 的 计算 公式 为 ， 
S(pyE(p) _ TINO) 

R¢p) PT UNC) 

HENG 表示 在 户 台 处 理 机 上 完成 的 总 的 单元 操作 数 NG) 表示 在 单 台 处 理 机 上 完成 
fa] 等 规 模 和 何 题 的 单元 操作 数 。 显 然 , 加 速 比 越 高 ,并行 效 率 越 高 ,并 行 质量 越 好 ; 元 余 度 越 
KATETER. 

(13) [Bi] ZB (Synchronization) 

Pe a eS FET ES RR PAE, CREA ER LS RY 
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笨 件 得 到 满足 。 同 步 点 是 相互 合作 的 任务 或 进程 协 谢 各 自 运行 状态 的 地 方 。 

(14) 3E 84 (Deadlock) 

由 于 错误 地 使 用 同步 机 制 , 使 得 一 个 任务 或 进程 等 待 一 个 永远 不 可 能 发 生 的 事件 ;就 
称 为 死 锁 。 经 常 磁 到 的 死 锁 形 式 是 两 个 任务 或 进程 互相 等 待 对 方 完 成 某 个 动作 。 

(15> fe +E (Determinism) 

在 一 个 CPU 上 运行 的 程序 ,其 语句 的 执行 次 序 是 良好 定义 的 。 因 为 每 次 运行 , 相 癌 的 
指令 以 相同 的 次 序 执行 ,所 以 重复 的 运行 产生 相同 的 结果 (包括 中 间 结 呆 ) .数据 和 控制 相 
关 简 单 地 通过 语句 在 程序 中 的 位 置 得 到 满足 ,执行 的 次 座 由 语句 在 穆 序 中 的 次 序 确 定 。 客 
任务 或 多 进程 对 执行 次 序 引 入 了 一 种 新 的 因素 ,并 行 意味 着 不 确定 ,不 确定 党 味 着 不 可 重 
复 ,虽然 在 每 一 个 任务 或 进程 中 ,语句 的 执行 次 序 仍然 是 让 好 定义 的 ,但 其 相对 次 序 可 以 
在 每 一 次 运行 都 不 同 ,运行 错误 可 能 是 不 可 重 现 的 ,因而 ,并 行程 序 更 难于 测试 和 调试 , 传 
统 的 调试 方法 ,如 在 程序 中 设置 打印 语句 查 错 的 强力 纠 错 等 方法 已 不 能 满足 并 行程 序 调 
试 的 要 求 ,而 目前 可 用 来 帮助 分 析 和 防止 这 类 错误 的 工具 不 老 。 

(16) 负载 平衡 (Load Balance) 

负载 平衡 是 一 种 使 执行 程序 的 多 个 CPU 各 自 完 成 大 致 相当 的 上 作 盖 的 技术 ,分 为 静 
态 负载 平衡 和 动态 负载 平衡 两 奖 。 静态 负载 平衡 是 各 任务 或 进程 所 要 完成 的 工作 在 运行 
前 就 确定 了 的 负载 旭 分 方法 ,动态 负载 平衡 是 各 任务 所 完成 的 工作 要 在 运行 时 才 可 确定 
的 一 种 负载 划分 方法 ,用 户 应 利用 并 行 系统 软件 提供 的 特殊 支持 ,使 已 完成 任务 的 CPU 
不 断 地 获取 下 一 份 未 完成 的 工作 并 完成 它 , 直 到 全 部 工作 完成 。 


6.3 并行 性 与 并 行 性 等 级 


所 请 并 行 性 (Parallelism) 是 指 在 同一 时 刻 或 是 间 一 时 间 辣 隔 内 完成 两 种 或 十 种 以 上 
性 质 相 同 或 不 相同 的 工作 。 只 要 时 间 上 互相 重 秋 就 存在 并 行 性 ,严格 来 讲 , 把 两 个 或 多 个 
事件 在 同一 时 刻 发 生 的 并 行人 性 叫做 同时 人 性 (Simultaneity} ;而 把 两 个 或 多 个 事件 在 辐 一 时 
VE] EIRE PS Ae “EB EFT HE OY IF AE (Concurrency), 

并 行 性 可 以 有 不 同 的 等 级 。 从 执行 程序 的 角度 看 ,并 行 性 等 级 从 低 到 高 可 以 分 为 ， 

D 指令 内 部 并 行 一 一 指令 内 部 的 微 操 作 之 辣 的 并 行 ，; 

D 指令 间 并 行 一 并行 执 行 多 条 指令 ， 

D 作业 级 或 过 程 级 并 行 一 一 并 行 执行 多 个 进程 或 任务 ; 

D 作业 或 程序 级 并 行 一 一 在 多 个 作业 或 程序 间 的 并 行 。 

在 计算 本 系统 中 ,可 以 采用 时 间 重 迁 , 资 源 重复 和 资源 共享 等 多 种 技术 途径 来 所 高 并 
行 性 。 


6.4 计算 机 分 类 


计算 机 可 以 按 不 同 的 原则 进行 分 类 ,其 中 按 指 令 流 和 数据 流 的 性 质 来 划分 的 弗 林 
《Flynn) 分 类 法 比较 直观 ,易于 接受 。 为 报 述 方便 先 给 出 如 下 术语 ; 
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D 指令 流 (Instruction stream) 机 器 执行 的 指令 序列 。 

D BBR Data stream) 一 一 由 指令 流 调用 的 数据 序列 包括 输入 数据 各 中 间 闭 果 。 

© 多 倍 性 (Multiplicity) 一 ~ 在 系统 最 受 限制 的 元 件 上 ,同时 处 于 同一 执行 阶段 的 指 
令 或 数据 的 最 大 可 能 的 个 数 。 

按 指令 流 和 数据 流 的 多 倍 性 ,可 将 计算 机 系统 分 为 下 列 四 类 ， 

" 单 指令 流 单数 据 流 (SISD) 计 算 机 ， 

- 单 指令 流 多 数据 流 (SIMD) 计 算 机 ， 

* 多 指令 流 单数 据 流 (MISD} 计 算 机 ， 

* 多 指令 流 多 数据 流 CMIMD) 计 算 机 。 

SSD 计算 机 就 是 传统 的 串 行 计算 机 或 Won Neumann 计算 机 ,在 这 类 计算 机 中 ,也 可 
以 融入 并 行 处 理 技 术 , 如 多 功能 部 件 , 流 水 绕 、 超 高 速 细 存 ,多 级 存 屠 , 超 长 指令 字 , 多 线 
程 . 超 标量 以 及 和 同 量 指令 与 键 结 等 。 但 是 ,只 要 它 的 指令 部 件 一 灾 只 对 一 个 指令 进行 译 码 
并 旧 只 对 一 个 操作 部 件 分 配 数 据 , 则 它 仍 属于 SISD AR. 各 类 工作 站 和 PC 机 均 属 此 类 ， 
如 IBM390,VAX,Alpha,Spare 等 。 

SIMD 计算 机 的 一 个 典型 代表 是 阵列 式 处 理 机 。 这 一 类 计算 机 的 主要 特点 是 各 个 外 
理 单元 的 指令 来 自 中央 处 理 部 件 , 每 一 个 处 理 单 元 在 同一 时 刻 执行 同一 指令 ,但 使 用 不 同 
的 操作 数据 。 如 阵列 机 STAR100 和 DAP、 流 水 线 向 量 计算 机 Cray-l 和 YH-1、 分 布 存储 
并 行 计算 机 CM-2 均 可 划 入 SIMD 类 ， 

MISD 计算 机 由 克 个 处 理 机 组 成 ,每 一 个 处 理 机 都 有 自己 的 控制 部 件 ,它们 蔷 享 一 个 
公共 存储 器 , 它 有 多 条 指令 流 和 一 条 数据 流 。 在 执行 的 每 一 步 ,每 台 处 理 机 从 它 的 控制 部 
件 接收 指令 ,并 从 共享 存储 器 接收 同一 数据 进行 操作 .目前 MISD 系统 代表 何 种 计算 机 疝 
有 争议 ,实际 上 也 很 少 有 人 对 MISD 系统 的 结构 和 适用 性 进行 研究 。 

MIMD 计算 机 是 指 各 处 理 机 在 同一 时 刻 执 行 不 同 的 指令 ,指令 来 自 处 理 机 本 身 , 各 
处 理 机 不 一 定 要 同步 运算 .复杂 的 程序 被 分 成 若干 可 独立 运行 的 程序 ,在 不 同 的 处 理 机 上 
分 别 执行 并 相互 交换 信息 ,从 而 实现 了 各 个 级 别 的 全 面 并 行 性 ,共享 内 存 的 多 处 理 机 系统 
Cray X-MP.Cray Y-MP, Fujitsu VPP500, YH-2 以 及 大 规模 并 行 计算 机 IBM SP2, Intel 
Paragon nCUBE CM-5、YH-3. 各 种 SMP 和 Cluster 系统 等 均 可 划 入 MIMD 类， 


6.5 ”并行 加 速 比 


一 、Amdahl 定律 与 Gustafson 修正 及 其 等 价 性 

如 6. 2 节 所 述 , 一 -个 并 行 计算 程序 的 加 速 比 S, 定义 为 相对 最 优 的 串 行 程序 在 单 CPU 
上 执行 的 墙 上 时 间 与 模 氛 同一 问题 的 并 行程 序 在 多 CPU 上 执行 的 墙 上 时 间 之 比 . 设 五 
是 相对 最 优 的 串 行程 序 在 单 CPU 上 执行 的 墙 上 时 间 ,T, 是 模拟 同一 问题 的 并 行程 序 在 fp 
台 处 理 机 上 执行 的 墙 上 时 间 。T, 为 程序 中 必须 顺序 执行 的 部 分 ,T。, 为 程序 中 可 以 在 r6 
处 理 机 上 并 行 执行 前 部 分 ,ax 为 程序 的 串 行 部 分 占 总 执行 时 间 的 百分比 , 即 e = T,/T,, 相 
应 地 ,1 一 “为 多 任务 或 多 进程 部 分 所 占 原 始 执行 时 间 的 百分比 , 称 为 并 行 化 率 ,O 为 开销 
(Overhead)。 从 而 并 行程 序 的 加 速 比 为 5S, = T/T, = T/T, + L paral p +O) 忽略 各 类 开 
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销 , 则 有 
Spsa) = TAOT, + T paral P) 
= T/LaTi + C1 — @)T,/p] 
= /tat (1 —«@)/p) 
= p/(1 — a+ ap) (6.1) 
这 就 是 Amdahl 法 则 。 它 表明 ， 
《1) 除非 程序 的 绝 天 部 分 都 并 行 化 ,否则 不 可 能 达到 高 的 加 速 比 。 比 如 ,如 果 在 
4CPU 上 有 50% 并 行 化 代码 ,可 能 达到 的 最 大 加 速 比 只 有 1.6。 
(2) 对 于 固定 的 < 值 ,p 变 化 时 ,加 速 比 的 增长 不 如 卢 的 增长 快 ,p 亲 于 无 窃 时 , 加 速 比 
收 合 于 一 个 有 窃 什 ,对 于 具有 许多 姓 理 机 的 系统 ,程序 执行 的 时 间 主 要 由 非 任 务 部 分 决 
定 , 此 时 并 行 化 率 趟 高 越 好 。 
按照 Amdahl 定律 ,即使 串 行 比 例 只 占 0. 1, 用 1000 个 好 理 机 的 最 大 加 速 比 不 会 起 
过 10。 然而 1988 年 2 A#m Sandia 国家 实验 室 的 Gustafson 等 三 人 在 由 1024 个 好 理 机 
以 超 立 方 体 网 络 互 连 的 neube 系统 上 进行 了 3 个 应 用 问题 的 试 算 , 并 行 加 速 比分 别 达 到 
1016.1020 与 10231。 依 据 这 些 试 算 结果 ,他 们 指出 ,经 典 的 Amdahl CRABS MR 
不 变 的 假设 , 即 算法 中 的 并 行 成 分 不 随处 理 机 台数 变化 的 假设 ,是 不 合 实际 的 ,事实 上 , 求 
解 问题 的 规模 随 着 外 理 机 塔 多 而 扩大 ,并 行 度 也 随 之 增加 。 他 们 指出 ,应 假定 串 行 部 分 所 
耗 的 时 间 为 常数 , 设 在 并 行程 序 中 只 能 串 行 热 行 的 运算 量 的 百分比 为 a, 那么 在 并 行程 序 
中 , 串 行 部 分 执行 的 时 间 保 持 不 变 , 仍 为 aT,; 但 并 行 部 分 品行 做 的 时 和 间 就 需要 (1 一 
DT, , 故 并 行 加 速 比 为 
S,=a+(1—ap (6.2) 
此 式 称 为 加 速 比 定律 的 Gustafson 修正 。Amdaht 定律 是 用 单 处 理 机 能 串 行 求解 的 小 规模 
间 丁 去 测定 并 行 机 的 加速 比 ,而 Gustafson 修正 则 是 从 并 行 机 所 能 求解 的 天 规模 问题 的 
性 能 去 度量 它 与 串 行 机 的 加 速 比 , 认 为 a 不 是 一 成 不 变 的 ,而 是 随 着 处 理 机 台数 的 增加 和 
所 求解 的 问题 规模 的 扩大 而 不 断 减 小 的 。 
事实 上 ,用 Gustafson 修正 中 的 e. 即 并 行程 序 中 只 能 串 行 热 行 的 百分比 来 表示 串 行 
程序 中 只 能 串 行 执行 的 百分比 8, 则 有 = e/a 十 《1 一 9)p) , RE Amdahl ER ME t 


S = É. 

” I~ B+AXp 

= P 

= 
=a+ (]—a)p (6. 3) 
这 就 是 Gustafson 以 正 , 而 它 却 可 以 通过 Amdahl CER A ARA Eee, 
二 、 超 线性 加 速 比 
由 Amdahl 定律 有 
ep ae (6. 4) 

由 Gustafson 修正 有 
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S,—p=a+ 1—ap— p=all — p) SO (6.5) 
放 均 不 大 可 能 出 现 直线 性 加 速 比 即 5, > p TPR. PERERA HSH POR 
并 行 运算 步 小 于 相应 的 串 行 运行 的 总 运算 步 , 则 在 负载 平衡 性 很 好 .各 类 开销 很 小 的 情况 
下 可 能 出 现 超 线性 加 速 比例 如, 并行 搜 索 允 许 每 个 处 理 机 在 不 同 的 方向 上 搜索 ,一旦 基 
个 进程 找到 了 所 要 的 结果 , 它 就 要 向 其 它 处 理 机 发 信和 号 以 终止 搜索 ,这 样 就 有 可 能 比 和 应 
的 串 行 算法 提前 取消 那些 无 谓 的 搜索 分 支 , 出 现 超 线 性 加 速 比 。 但 在 - 般 情 况 下 , 当 并 行 
出 现 超 线性 加速 比 时 ,要 很 慎重 地 分 析 原 困 ,并 行 计 算 机 系统 中 各 个 处 理 机 的 存储 方式 的 
不 同 , 申 速 缓存 (Cache) 的 影响 ,以 及 并 行 操 作 系统 开销 的 均 捧 都 有 可 能 出 现 超 线性 加 速 
比 的 很 象 .如 果 并 行 计 算 程 序 不 是 从 串 行 计算 程序 改造 过 来 的 ,而 是 直接 在 并 行 机 上 调试 
开发 出 来 的 , 那么 并 行 加 速 比 可 定义 为 求解 某 间 题 的 并 行 计算 程序 在 单 处 理 机 上 运行 的 
墙 上 时 间 与 该 程序 在 产 台 处 理 机 上 运行 的 墙 上 时 间 了 , 之 比 。 这 样 得 到 的 并 行 加 速 比 
通常 要 咯 大 于 原始 意义 上 的 并 行 加 速 比 , 这 是 因为 并 行 操作 系统 的 开销 一 般 大 于 串 行 操 
作 系 统 的 开销 。 

三 、 几 种 求 T 的 变通 方法 

在 分 布 式 并 行 计 算 中 ,容易 出 现 的 一 个 铝 题 是 超 内 存 而 根本 无 法 直接 测 其 在 单 处 理 
机 上 串 行 计 算 究竟 要 花 客 少时 间 AE Lt BIR a FILER T, MAA 
法 ; 

CD) 将 各 处 理 机 运行 的 CPU 时 间 全 部 加 起 来 作为 TT， ,这 样 得 到 的 加 速 比 不 大 合理 ， 
没有 加 速 也 会 计算 出 加 速 , 反 过 来 ,出 现 超 线性 也 计算 不 出 起 线性 ,即使 对 并 行 搜索 算法 
也 是 如 此 , 故 一 般 不 宜 采 用。 

《2) 对 串 行程 序 的 工作 量 进行 量 级 分 析 ( 当 规模 较 小 时 示 能 扔 掉 所 谓 的 低 阶 项 ), 然 
后 理论 预测 当 规 模 达 到 并 行 计算 程序 目前 所 模拟 的 规模 时 的 工 , ,不 便 之 处 是 某 些 实际 计 
算 问 题 根 本 无 从 进行 理论 上 的 量 级 分 析 。 

C3) 根据 一 系列 单 处 理 机 小 规模 申 行 计算 的 运行 时 间 用 景 小 二 乘法 拟 合 一 条 计算 量 
与 规模 关系 的 经 验 曲 线 , 求 出 工 , 。 

(4) 程序 在 名 处 理 机 上 并 行 执行 不 超 内 存 , 但 在 一 1 台 处 理 机 上 并 行 执行 超 内 
存 , 可 用 Ti +h 作为 Ty ;这 样 得 到 的 Ty 会 太 于 原始 意义 上 的 T; b 


6.6 并 行 计算 模型 研究 


一 、 研究 并 行 计算 模型 的 动机 

20 世纪 80 年 代 以 来 ,出 现 了 多 种 并 行 计算 机 ,其 体系 结构 不 尽 和 相间 。 为 了 取得 较 好 
的 性 能 ,算法 设计 需要 涉及 机 器 的 体系 结构 与 具体 参数 ,这 就 阻碍 了 算法 软件 的 商业 化 ， 
同时 不 利于 并 行 算法 的 研究 及 其 软件 移植， 

为 此 ,把 机 器 的 少 基 关键 参数 抽象 出 来 ,形成 一 类 抽象 的 计算 机 结构 ,就 称 之 为 并 行 
计算 模型 ,成 为 算法 设计 的 一 个 基本 界 而 ,并 行 计算 模型 的 引入 具有 十 分 重要 的 作用 , 主 
要 表现 在 ， 

D 具体 的 计算 机 多 种 多 样 , 面 对 具 体 机 器 ,设计 与 机 内 参数 相关 的 算法 是 相当 繁杂 
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的 工作 ,也 不 利于 算法 的 研究 及 其 软件 移植 ,影响 算法 软件 的 标准 化 和 商业 化 。 引 入 并 行 
计算 模型 后 ,只 要 设计 的 并 行 算 法 是 针对 该 计算 模型 的 , 且 横 型 考虑 到 了 这 样 的 结 梅 , 则 
证 计 的 算法 可 移植 到 该 计算 机 上 ,而 细节 工作 可 交 给 程序 员 去 做 。 

(2) 可 利用 并 行 计 算 横 型 去 设计 .分 析 并 行 算 法 ,进而 去 预测 算法 和 程序 的 执行 时 
fe] Fe SEALE IRI. 

(3) 由 于 如 开 了 各 种 各 样 的 具体 并 行 机 结 椅 ,算法 研制 者 可 借助 并 行 计算 模型 去 设 
计算 法 ,集中 开发 与 应 用 问题 相关 的 并 行 性 ,并 分 析 算 法 性 能 ,从 而 使 并 行 算法 研究 成 为 
一 个 专门 的 研究 领域 。 

(4) 指导 用 户 购 买 机 器 。 针对 具体 应 用 领域 ,通过 分 析 得 到 该 领域 的 问题 对 哪些 参数 
(模型 参数 ) 依 赖 性 强 , 而 去 购买 相关 机 器 参数 较 好 的 机 器 。 

Z., PRAM 并 行 计算 模型 

该 模型 假设 系统 具有 一 个 容量 无 限 大 的 共享 存储 器 ,并且 通信 和 带宽 没有 任何 限制 , 具 
有 有 限 台 或 无 限 台 完 全 同 梅 的 处 理 机 .PRAM 模型 按 控制 方式 的 不 同 分 为 两 类 , 即 SIMD 
PRAM 模型 与 MIMD PRAM 模型 。 

1. SIMD PRAM ## 

在 本 模型 中 , 任 一 处 理 机 可 以 通过 SM 同 任 一 其 它 处 理 机 交换 数 福 ,这 种 模型 按 对 同 
一 共享 存储 单元 的 存 取 访问 的 约束 条 件 进 - 步 分 为 : 

，SIMD-EREW PRAM 模型 ,不 允许 同时 读 或 写 同 一 共享 单元 ; 

» SIMD-CREW PRAM 模型 ,允许 同时 读 同 一 共享 存储 单元 ,但 不 允许 同时 写 ; 

， SIMD-CRCW PRAM 模型 ,允许 对 同一 共享 单元 同时 读 及 同时 写 , 同 时 写 可 能 会 
引起 数据 的 不 一 致 性 ,因而 按 写 的 方式 不 同 又 分 成 为 三 种 类 型 :多 许 具 有 同样 值 的 机 器 同 
时 写 ,从 要 求 同 时 写 的 机 器 中 任 取 贞 一 人 台 写 共享 单元 和 从 要求 同时 写 的 机 器 中 找 出 优先 
级 最 高 的 处 理 机 去 写 。 


通过 带宽 无 限 大 的 网 络 访问 容量 无 限 大 的 共享 存 情 妖 SM 


图 6.1 SIMD PRAM 模型 示意 图 


2. MIMD PRAM ## 

按 互连网 的 不 同 可 以 进一步 分 为 : 

+ 总 线 型 即 MIMD-Bus-PRAM 模型 ; 

+ 交叉 开关 型 即 MIMD-CB PRAM 模型 ; 

- 密级 互连网 型 即 MIMD-MIN PRAM 模型 。 
MIMD PRAM 模型 的 特点 ， 
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" 可 多 任务 分 布 计 算 ; 
' 因为 容 制 骸 的 局 部 性 ,所 以 要 用 共享 变量 显 式 同步 ,开销 大， 
" 负载 可 能 不 平衡 。 


通过 带宽 无 限 大 的 网 络 访问 容量 无 限 大 的 共享 存 情 器 SM 


图 6.2 MIMD PRAM 模型 示意 名 


3. PRAM 模型 的 局 限 性 

* 假设 都 是 不 切实 际 的 ,如 假定 每 台 处 理 机 在 单位 时 间 内 都 能 访问 SM 中 任意 单元 ， 
假设 通信 带宽 无 限 大 ,等 待 时 间 为 0 无 阻塞 ) ,无 额外 开销 ,各 处 理 机 完全 同步 地 工作 等 
等 ; 

* hot-spot 问题 ,用 锁 机 制 则 开销 太 , 如 人 大工 安排 程序 中 的 语句 次 序 来 减 小 同步 开 
销 , 则 工作 相当 繁杂 ， 

4. PRAM 模型 欧 优 点 

在 PRAM 模型 上 设计 算法 简单 ,是 易 与 传统 的 串 行 计算 模型 RAM 模型 进行 联系 ， 

5. PRAM 模型 上 的 并 行 计算 时 间 

设 第 i 侣 处 理 机 上 的 工作 负载 所 用 时 间 为 wi, 间 步 时 间 为 1, 则 总 的 计算 时 间 为 ， 

T= maxw, +7Z (6. 6) 

=. BDM 模型 

BDM 模型 为 块 分 布 存储 模型 。 它 是 共享 存储 编程 模式 与 基于 消息 传递 的 分 布 式 存 储 
系统 模式 之 间 的 桥梁 模式 。 它 用 四 个 参数 描述 ;处 理 机 数目 2,. 主 存 中 的 连续 字 m, ghee 
机 从 发 出 访问 请 求 到 得 到 远程 数据 的 最 大 延迟 时 间 r( 包 括 准 备 请 求 的 时 间 、 请 求 包 在 网 
络 中 有 路 由 的 时 间 、 目 的 处 理 机 接受 请 求 的 时 间 以 及 将 包含 在 主 存 中 的 连续 m 个 字 返 回 给 
源 处 理 机 的 时 间 } 以 及 处 理 机 发 送 数据 到 网 络 或 网 络 接收 数据 的 时 间 o, 那 么 ,对 远程 访 
问 共 需 r 十 ec 时间 ,个 处 理 机 访问 同一 主 存 段 , 需 &Az 十 me) 时间 完成 . BDM 模型 认可 
流水 线 预 取 技 术 , 即 某 个 处 理 机 的 在 次 预 读 操作 可 在 r 十 Amo 时 间 内 完成 ,通过 数据 访问 
进行 消息 传 递 。 

BDM 模型 的 优点 在 于 : 

CD 用 m 反映 了 空间 局 部 性 特点 ,提供 了 一 种 评价 共享 主 存 算法 性 能 的 方法 ,度量 了 
因 远 程 访 问 引 起 的 处 理 机 间 的 通信 ，; 

(2) 描述 了 流水 线 预 取 技 术 ， 

(3》 可 编程 性 好 ; 

(4) 考虑 了 共享 主 存 中 的 存储 竞争 问题 ; 
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(5) 可 以 用 来 分 析 网 络 路 由 情况 ，。 

BDM 模型 的 缺点 在 于 ， 

(1) 认为 初始 数据 放置 于 局 部 存 翌 器 中 ,对 于 共享 主 存 程序 的 编程 者 来 说 ,需要 额外 
增加 数据 移动 操作 ; 

(2) 对 网 络 中 影响 延迟 的 因素 ,如 处 理 机 的 本 地 人 性 及 网 络 中 的 拥挤 等 未 加 考虑 

(3) 未 考虑 系统 开销 。 

四 、QSM 模型 

QSM 模型 为 排队 共享 存 铺 模型. 它 只 有 两 个 参数 , 即 处 理 机 数 和 间隔 参数 。 它 可 以 反 
映 本 地 指令 速率 与 通信 速率 之 间 的 差异 ;该 模型 使 用 了 QRQW PRAM 中 的 排队 竞争 原 
则 , 即 每 个 存储 单元 都 有 一 个 队列 与 它 相 联系 ,每 一 个 草 求 访问 它 的 请 求 均 使 用 FIFC 进 
行 排 趴 。 处 理 机 每 而 时 间 就 发 出 一 个 访 存 请 求 ,而 该 请 求 的 服务 时 间 为 单位 时 间 { 人 不 包括 
等 待 时 间 ) 。 

这 个 模型 措 述 了 存储 竞争 ,但 是 没有 考虑 空间 局 部 性 ; 它 也 没有 考虑 处 理 机 上 的 存储 
层次 。 不 论 本 地 工作 集 的 大 小 如 何 , 均 假定 一 个 本 地 计算 需要 花费 单位 时 间 ( 即 没有 考虑 
处 理 机 资源 的 党 争 ) ;这 个 模型 使 用 了 一 个 带宽 参数 ( 即 局 部 带宽 ) 来 反映 每 个 处 理 机 面临 
的 带宽 限制 。 但 是 贝尔 实验 室 的 Micah Ader 等 人 人 发现, 当 对 一 些 基本 问题 (如 广播 , 求 
和 ,分 类 等 ) 分 别 采 用 基于 聚合 式 带宽 和 基于 局 部 带宽 的 模型 进行 分 析 时 ,在 茶 件 相同 的 
情况 下 ,前 者 要 比 后 者 好 一 些 。 

五 .BSP 模型 

1， 引 入 BSP RH 

在 基于 消息 传递 模型 所 设计 的 软件 中 ,为 了 没有 等 待 开销 而 恰当 地 创建 send 和 recv 
通信 对 将 相对 困难 ,而 且 由 于 网 络 带 宽 的 限制 ,通信 量 较 大 时 阻塞 较 严 重 ,因而 难以 利用 
这 种 模型 准确 地 预测 通信 延迟 和 计算 性 能 。 

共享 主 存 模型 易于 编程 ,但 要 控制 对 同一 共享 单元 的 访问 ,要 求 程序 编写 者 有 高 超 的 
技巧 或 要 用 到 昂贵 的 锁 机 制 。 实 现 共享 主 存 模型 的 抽象 需要 使 用 大 量 计算 机 资源 来 处 理 
通信 和 保持 一 致 性 。 

在 上 面 几 种 模型 有 其 局 限 性 的 考虑 之 下 ,BSP(Bulk Synchronous Parallelism) 模 型 问 
itt. 

2. 什么 是 BSP | 

BSP 既是 一 种 并 行 计算 模型 ,又 是 一 种 程序 设计 方法 ,面向 所 有 应 用 领域 各 广泛 体系 
结构 的 通用 并 行 性 ,BSP 具有 以 下 基本 特征 ， 

， 程序 编写 容易 。BSP 程序 很 像 串 行程 序 , 只 有 和 极 少 的 额外 信息 用 来 支持 描述 并 行 。 

" BSP 与 具体 机 器 结构 无 关 , 可 移植 性 好 。 

- 在 给 定 机 器 上 程序 的 性 能 蚌 可 预测 的 ,BSP 程序 的 执行 时 间 可 从 代码 本 身 与 少量 
几 个 机 器 参数 算出 ，。 

- BSP 放弃 了 把 局 部 性 作为 性 能 优化 的 标准 ,采用 进程 到 处 理 机 的 随机 映射。 这 简 
化 了 具体 实现 时 的 许多 同 题 , 但 对 某 些 同 题 ,BSP 不 是 最 佳 选 择 。 


$ 
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3. 用 BSP BMRA RAH 
BSP FF H—Pp he Superstep 组 成 ,每 个 Superstep 由 本 地 计算 .全 局 通信 以 及 一 
个 同步 给 成 。 


全 局 计算 
Superstep3 : 
BSP 程序 的 基本 结构 Superstep 的 内 部 基本 结构 - 
图 6.3 


4. 通信 作用 的 发 挥 
BSP 把 一 个 Superstep 看 为 一 个 单元 ,其 间 通信 会 有 一 些 发 送 操作 和 接收 操作 , 设 发 
送 量 和 接收 量 中 最 大 者 为 , 则 称 该 Superstep 中 的 通信 为 h-relation。 这 时 一 个 通信 步 相 
当 于 一 个 permutation 通信 。 
通信 网 传输 数据 的 能 力 用 参数 g 来 描述 , 它 表 示 网 中 相 邻 步 ( 时 间 上 ) 的 两 个 消息 发 
送 时 移 平 均 最 小 间隔 。 这 样 一 个 h-relation 通信 时 间 为 kg ,g 常用 Benchmark 测 得 。 
5. BSP 程序 的 和 运行 时 间 
每 个 Superstep 运行 时 间 为 ， 
Esuperstep 一 ma 十 max (hj) g +2 (6.7) 
H P w, TK Superstp 中 process i 的 负载 ,六 是 联系 于 进程 ?上 的 通信 hi-relation, 而 是 每 个 
栅栏 同步 的 时 间 。 由 此 可 知 ,要 在 BSP 模型 上 取得 较 好 的 性 能 ,应 该 : 
“平衡 和 负载， 
“ 平衡 通信 ， 
* 极 小 化 Superstep 的 总 数 ; 
“通信 尽量 后 推 到 Superstep 后 端 以 减 小 通信 起 步 次 数 和 时 间 总 是。 
6. BSP 使 用 情况 
BSP #4 Æ & BSPLib 可 从 网 站 http://www. bsp-worldwide. org/implements/ox- 
tools. htm 得 到 。BSP 模型 已 用 于 流体 力学 的 计算 和 电磁 学 的 计算 等 领域 。 
7. BSP 与 PRAM #447 % A 
g = 0 Æ PRAM,/ = 0, 5 一 0 认为 是 理想 的 PRAM 模型 。 
六 .LogP 模型 
1. LogP 模型 的 基本 概念 和 参数 刻画 
LogP 是 一 种 面向 分 布 存储 ,点 对 点 通信 的 多 计算 机 模型 。 该 模型 充分 说 明了 互连网 
络 的 基本 性 能 特点 ,而 且 江 有 涉及 网 络 的 结 梅 。 模 型 主要 由 以 下 几 个 参数 来 刻画 ， 
* 工 (Latency) : 模 块 间 进 行 通信 (一 个 字 或 ”个 字 ) 所 要 的 等 特 时 间或 延迟 时 间 的 上 
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- o(overhead) :处理 机 用 于 发 送 或 接收 每 个 消息 的 时 间 开 销 , 在 这 县 时 人 间 内 ,处 理 机 
不 能 执行 别 的 操作 。 f 

* g(gap) ;一 台 处 理 机 连续 地 进行 消息 发 送 或 连续 地 进行 消息 接收 时 的 最 少时 间 间 
隔 , g 的 例 数 与 可 用 的 每 台 处 理 机 的 通信 带宽 相对 应 ， 

。PCProcessorf) :处 理 机 或 存储 模块 的 数量 。 


overhead gap latency gap 


图 总 4 


2. 消息 传递 模式 


3. LogP 模型 的 局 限 性 和 特性 

- LogP 模型 是 异步 的 , 即 各 处 理 机 是 异步 工作 的 ,任何 消息 经 态 的 等 待 时 间 不 可 预 
测 。 多 个 消息 的 发 送 次 序 与 接收 次 序 会 有 所 不 同 ( 包 信道 情形 )。 

* 在 wormhole 技术 于 , 工 可 忽略 不 计 ( 在 长 消息 人 情况 下 )。 _ 

4. LogP 模型 下 程序 的 执行 时 间 

Trace = maxw; 十 CN — 1) maxte,g) + L + 2o (6. 8) 

HP w 是 第 i 台 机 上 的 负载 的 运行 时 间 ,六 是 消息 总 量 (假设 仅 通信 了 一 次 ,对 通信 多 次 
时 ,起 步 时 间 和 再 乘 以 次 数 mN 一 1RR N — m Bley), 

5. LogP # #5 BSP # #145 % R 

LogP +harriers—overhead = BSP 

七 .C 模型 

C 名 字 来 源 于 三 个 英文 单词 “计算 ”Computation), “通信 ”(Communication) 与 “ 拥 
挤 ”(Congestion) 的 头 三 个 字母 。 它 有 四 个 主要 参数 ; ! 表示 消息 包 的 长 度 ,与 带宽 有 关 ;: 
为 启动 时 间 ; 友 表示 延迟 ,常用 两 个 处 理 机 间 的 平均 距离 表示 :为 处 理 机 数目 。 同 BSP HR 
型 类 似 , 它 也 认为 并 行 计算 由 一 个 超 步 的 序列 组成。 在 对 通信 部 分 进行 度量 时 ,使 用 了 两 
个 量 来 描述 网 络 的 拥挤 :连接 上 的 拥挤 量 和 处 理 机 上 的 拥挤 量 : 并 且 考 虑 了 不 同 路 由 模式 
和 不 同 发 送 ,接收 藉 语 对 通信 的 影响 。 但 是 , 它 用 来 度量 连接 上 的 拥挤 量 的 参数 有 一 个 前 
提 或 假设 , 即 同一 个 通信 尘 中 的 两 个 处 理 机 要 处 于 对 分 网 络 后 的 不 同 子 网 中 ;模型 假设 了 
网 络 带宽 等 于 处 理 机 带宽 ,这 影响 了 正确 描述 系统 的 可 扩展 性 。 该 模型 适用 于 粗 粒 度 系 
统 。 

A RBH Se RF E 

当前 并 行 计算 模型 研究 的 可 能 发 展 方向 有 ，; 

(1) 使 用 聚合 式 带宽 或 层次 式 带宽 作为 参数 ; 

(2) 对 多 线程 技术 中 上 上下文 的 开销 进行 度量 ; 
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(3) 共享 存储 机 器 中 的 通信 竞争 , 非 阻塞 请 求 的 模型 化 ; 
C4) 描述 处 理 机 与 存储 器 之 间 的 频 绒 ,如 处 理 机 建 产 与 访 存 速度 不 匹配 等 ; 
(5) 如 有 可 能 ,考虑 计算 与 通信 重 交 的 问题 ， 


6.7 ”并行 系统 可 扩 性 分 析 


一 、 可 扩 性 分 析 的 定 忱 

可 扩 性 是 描述 问题 规律 增 大 时 ,系统 用 增加 的 处 理 机 进行 计算 时 的 能 力 , 是 描述 系统 
规模 增 大 时 的 性 能 增长 问题 . 它 是 机 器 和 算法 的 组 合 体 即 并 行 系统 的 可 扩 性 ,单纯 讲 算 法 
可 扩 性 或 机 器 可 扩 性 都 不 恰当 。 

一 般 性 理解 ,可 扩 性 即 Scalability, 含 有 比例 化 的 意义 , 措 述 固定 某 些 参数 之 后 , 另 一 
些 参数 间 是 理会 有 按 比 例 变化 。 

二 、 性 能 可 扩 性 的 基本 特征 

C1) 应 提 供 系 统 规模 如 何 影响 性 能 的 信息 , 即 可 扩 性 应 为 系统 规模 的 函数 。 

(2) 应 是 描述 算法 与 机 器 的 组 合 体 的 函数 ,因为 性 能 受到 算法 与 机 器 两 方 面 因 崇 的 
影响 。 

(3) 应 可 评估 ,可 对 不 同 组 合体 进行 比较 , 即 应 定量 或 定性 到 一 定 程 度 。 

三 、 可 扩 性 分 析 的 作用 

(1) 用 于 分 析 算 法 及 其 实现 时 的 瓶颈 ,以 及 选择 最 优 的 算法 以 充分 利用 增加 揭 处 理 
AL. 

(2) 用 于 研究 互连网 的 内 在 开销 ,以 及 其 它 硬 件 技术 对 性 能 的 影响 ,从 面 更 有 利于 理 
解 科学 计算 的 特性 ,以 促进 机 器 制造 。 

(3) 用 于 着 行 计算 性 能 评价 和 预测 。 

《4) 用 于 选择 最 优 的 处 理 机 数 以 取得 摹 个 最 佳 性 能 参数 。 

四 、 传 统 的 可 扩 性 模型 介绍 与 理解 

1. 问题 规模 受 限 模 型 一 一 Amdahi 定律 [加速 比 定律 1) 

设 疝 题 规模 不 变 , 则 总 的 负载 不 变 , 设 


w= we + Wem (§.9) 
EP w, 是 程序 只 能 串 行 执行 的 部 分 , 则 
Sp = Cw, 十 wpm / (we, + Worl P) (6.10) 


Kw, = owe), WY epee = (1 一 oz， 从 而 
ee eee ere A 
t @¢+1-a/p a 
由 此 可 知 处 理 机 元 论 如 何 增加 ,加 速 比 将 受到 程序 中 串 行 部 分 所 占 比 恒 的 限制 。 显然, 可 
以 认为 串 行 部 分 所 占 比 例 越 小 ,可 扩 性 越 好 ;反之 , 则 可 扩 性 越 差 ,这 个 可 扩 性 模型 主要 涉 
及 算法 ,而 对 机 器 的 涉及 相对 较 少 。 
2. 时 间 受 限 模型 一 Gustafson 修正 (加 津 比 定律 2) 
设 系统 规模 从 单 台 增加 到 疡 时 ,相应 地 把 负载 从 we? 增加 到 ww, 使 得 前 后 系统 执行 
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时 间 一 样 。 
BB w? 一 w? + wl, Hw!” = wf”, T, = T, 


w 十 Thorn = wi? + wid fp (6.12) 
EP wl? Few? BTR wel? ew? 的 串 行 部 分 ,由 此 有 : 
we = pul, (6.13) 


Rake wl? hw 的 比例 , 有 : 
wi? 十 pw? 


S, = wI F wt =a + p 一 中 (6.14) 
加 速 比 可 以 随 系 统 规模 线性 增 大 。 
从 另 一 角度 看 , 设 w” 一 w” 十 wih, W: 
TP =a wee + O(p,w) (6.15) 
设 处 理 机 数 从 pA] po 时 ,把 w” 增加 到 we? 设 此 时 
wh? = wi? + wih? (6. 16) 
则 : 
TO = O pw) + wi /pl + wr (6.17) 
由 于 wy? = wi? ,在 时 间 相 等 的 条 件 下 有 : 
Op, w) 十 we /p = Op ae + wP2/p (6.18) 


MA ARA Ow. LO ww”) ,从 而 2 < pg > RATEI CAE LIARA 
法 的 可 扩展 性 为 在 执行 时 间 相 等 条 件 下 负载 分 配 到 的 平均 处 理 器 之 比 ; 


W r) 
Scale (T pw yw?) 一 2 = vB (6.19) 
p/w pw 


(6. 18) 41; 


MERAK w m ww? sw 从 而 有 : 


Scale(T w”, p) wP a pw” TES pp COG’, a = OCp w)) 
pw? 


wpa = ro wia + p Ow?) 一 Op w?)) (6. 20) 


~ 1 pO wP) — Op) (6. 21) 


由 (6, 21) 式 可 以 看 出 ,可 扩 因 子 蚌 小 于 1 的 。 可 扩 因 子 越 接近 1, 说 明 机 器 对 算法 的 
可 扩 性 越 好 。 该 模型 衡量 了 针对 执行 时 间 的 可 扩 性 。 
3， 趣 储 受 限 模型 (加 速 比 定律 3) 
假定 (pm) 是 存储 量 增加 疡 倍 时 的 并 行 工作 负载 , A 
glpm) = Gp gm) (6. 22) 
MR BTL PRE. WA 


_ wtGpedn) _ w, + Gip)gim) (6.23) 
tO w, Gelme Pe pw, 十 Gp On) j 
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因为 GCp)g Gm) 一 般 比 pwe, 大 得 多 ,所 以 S, =~ p, 完 全 线性 增长 。 
设 单机 存储 最 为 wr, 使 p 台 处 理 机 并 行 工 作 , 占 用 pm DERE ROAR w”, 
则 执行 时 间 为 
Ww 十 wih /p + OCp.w'?) (6. 24) 
在 户 增加 到 ¢ He? 也 要 相 度 增加 到 eo oe? SA em 的 存储 景 以 充分 利用 
FAAR., 此 时 执行 时 间 为 ， 


we? t wp + OCp ye) (6. 25) 
这 村 可 扩 性 就 可 定 久 为 : 
Scale (tm, p,p') = = (6. 26) 
反 过 来 考虑 , 设 当 问 题 规模 变化 时 ,所 要 前 内 存量 是 ww 的 函数 , 即 
M = hw) (6. 27) 
为 充分 利用 资源 ,在 系统 规模 从 疡 变 到 p' 时 , 必然 就 是 要 使 问题 的 平均 内 存 消 耗 量 
相等 , 即 
MP _ MY _ 
So pee . (6. 28) 
即 ， 
biw) 下 (ro ) 
m= Pp we p (6. 29) 


如 果 存 在 函数 SBR w = A(p) ERA p5 p 成 立 , 则 称 了 是 等 平均 内 
存 消耗 函数 , 且 这 时 


Scale(m,p,p') = ies (6. 30) 
这 个 模型 衡量 的 是 问题 求解 时 内 存 资 源 欧 利用 情况 ,是 针对 内 存 资源 利用 的 可 扩 性 
模型 。 
4. FRED 


并 行 算法 在 问题 规模 恒定 时 ,并 行 效率 上 会 随处 理 机 数 p 的 增加 而 干 隆 ,因为 系统 额 
外 开销 Ow) (包括 相对 于 串 行 算法 的 附加 开销 ,打包 与 解 包 开 销 、 通 信 开 销 、 同 步 开 
销 、Cache 一 致 性 开销 ,内存 冲突 等 ) 一 般 会 随 系统 与 问题 规模 的 增加 而 增加 。 另 一 方 而 ， 
系统 规模 不 变 时 ,增加 问题 规模 ,并 行 效率 一 般 会 提高 .所 以 可 望 在 系统 规模 扩大 时 ,问题 
规模 相应 地 适当 增 大 ,使 得 并 行 效率 不 变 , 这 就 是 等 效率 模型 。 


E (6. 31) 


wW 
= w + OM p.w) 
SRF RS, RY RU EA AUR w = fp) 的 形式 增长 时 , 保 
持 效 率 五 恒定 , 则 称 了 是 等 效率 函数 (isoefficiehcy), 且 可 扩 性 为 : 
ScaleCE, p, #) = oon = oe = > (6. 32) 
如 果 不 存在 这 样 的 函数 ,就 认为 该 并 行 系统 是 不 可 扩 药 。 
显然 ,如 果 f(g) 接 户 的 线性 函数 增长 , 则 可 扩 性 好 。 如 果 (Cp) 以 p 的 多 项 式 速 度 增 
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长 ,并 行 系统 的 可 扩 性 较 好 。f(p) 的 增长 速度 越 快 ,说 明 可 扩 性 越 差 。Krustal 等 人 把 以 多 
项 式 增长 的 问题 概括 为 PE (Parallel Efficient) AX, 

祈 晓 东 等 指出 用 平均 问题 规模 增长 来 描述 可 扩 性 其 有 局 限 性 ,具体 表现 在 ， 

" 在 共享 存储 结构 上 ,不 像 在 分 布 存储 机 器 上 那样 容易 得 到 程序 和 机 器 结构 的 开销 
的 表达 式 ,因为 共享 主 存 的 机 器 上 的 计算 涉及 进程 调度 ,Cache 一 致 性 等 ,这 远 比 分 布 存 
储 的 机 器 上 的 消息 传递 模型 复杂 ,因而 难以 准确 地 用 这 种 等 效率 模型 评价 共享 字 储 结构 
并 行 系统 的 可 扩 性 ; 

+ 不 能 通过 机 器 测试 来 评估 并 行 系统 的 林 扩 性 

注意 到 这 些 局 限 姓 后 ,可 以 浩 虑 不 用 平均 负载 增长 量 来 度量 可 扩 人 性 ,而 是 用 平均 延迟 
来 度量 ,平均 延迟 定 文 为 


f 
Liw pD = {DT ~ 4 + L) (6. 33) 
i=] 


HT, REP ST e 是 处 理 机 i 上 的 执行 时 间 L 是 第 i 台 机 上 执行 过 程 中 的 
开销 延迟 (overhead latency) ,包括 执行 过 程 中 机 器 等 待 时 间 以 及 串 行 机 上 不 需要 的 开销 ， 
定义 可 扩展 性 为 


(4) i 
ScaletE,p,p') = RGR Sy (6. 34) 


Ep Low”, p) BRM E PERS PAPE. EERE MAE AX pA 
w, 则 延迟 变化 越 小 ,可 扩展 性 越 好 。 

在 实际 中 Tpit L: 可 以 用 软件 或 硬件 与 软件 结合 直接 测 出 MMH Lep), 
等 效率 模型 与 直观 姓 能 可 扩 姓 相符 , 且 抓 任 了 基本 特征 一 一 并 行 效率 。 

5. 3 ik AHAC isospeed ) 

EMI 设 处 理 机 和 总数 为 p RUSTED v UES BREA vp p E 
FRE CH vs’ 

EM? ”如果 系统 规模 增长 时 ,能 找到 一 种 规律 , 当 问 题 接 这 一 规律 增 太 时 ,保持 平 
均 速 度 不 变 , 则 称 该 并 行 系统 可 扩 ， 

定义 3 如 把 系统 规模 从 扩大 到 p' 时 ,把 问题 规模 从 re” 扩大 到 rw'*’, 怡 使 得 平均 
EE RE, A Scale(u,, pp!) = wP p wO p = pw /pw? ,在 等 平均 速 宰 条 件 


Cp) 1 tp 


ww pw? T pat 
PEST, = PTa pu? E Ty ;从 而 Seale(usp,p') = Tp’ 


id Scale(1, p) 为 Scale(p), 则 Scale (p) = 元 (在 等 平均 速度 条 件 下 的 运行 时 间 ) 
定义 4 称 并 行 系统 的 浙 近 平均 单元 速度 ro 为 当 问题 规模 趋 于 oo 时 在 单机 上 执行 
该 算法 取得 的 速度 , 称 ru = 二 re 为 初始 平均 速度 。 


定理 ] 如 果 一 个 算法 在 系统 上 负载 平衡 ,通信 代价 与 问题 规模 无 关 , 单 机 上 的 速度 
随 工作 负载 增加 变化 很 小 , 风 访 并 行 系统 可 扩 , 且 可 扩 性 为 : 


ry EAT, A /pp 1, OC) 
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HPT, =T. + Of) 是 并 行 执行 时 间 ,T.(p) OC) 分 别 是 计算 时 间 和 开 错 时 和 间 ， 
ele) 是 单机 上 工作 负载 为 w 时 的 执行 速度 。 


mw” we? } zen? vet? t 


证 明 OF, pT. pE FO POP) FO (6. 38) 
Ei w) 
= T ， 一 (6. 373 
a m= + Op)) p(s +00) 
PY pute /p) puw fp ) 
l + pO) _ POY 
= pow” fp) new fp!) 十 we? cy (6. 38) 


因为 单机 上 的 速度 随 工 作 负 载 增 加 时 变化 很 小 ,所 以 ， 
we? = OP) /T fete sp) — lw /p) + POCpY /w'? ] (6. 39) 


fit} 
把 ww” 代入 Seale(p,p') = FR; 得 到 结论 ， 


定理 2 ”如 算法 在 并 行 机 上 负载 平衡 ,而 且 
wh? = POC yw YELP — Veep) + pOCpsrw ™) fw®] 
(6. 40) 
对 任何 zm 都 有 正 的 解 zz WER 1 的 结论 成 立 。 
推论 ”在 定理 1 或 定理 2 的 条 件 下 ,如 系统 规模 趋 于 oo 时 通信 开销 趋 于 ce, 则 对 任 
WBE pA: 
lim Seale(p,p') = 0 (6. 41) 
6. 开销 西数 楼 型 
1989 年 ,Zorbas 等 人 提出 用 开销 函数 度量 可 扩 性 。 设 对 含 串 行 部 分 w,， 和 并 行 部 分 
won 的 问题 ,算法 在 单机 上 的 执行 时 间 为 了 MT, = wi” 十 wpa。 该 问题 在 p 汪 处 理 机 的 
理想 机 器 上 执行 时 间 为 T', 二 wr 十 wa P RES p peel Ee 
WAT, WET. ST Sop) NRE BAW RD) fC) 为 开销 函数 。 
对 任何 并 行 系统 ,如 果 Sp) ER WA ARASH RR Sp) 为 的 一 个 
道 函 数 , 则 其 增长 率 决 定 了 并 行 系统 的 不 可 扩 称 度 BHR RET. 
fio) 仅 反 映 了 通信 等 的 开销 ,而 未 反映 囊 行 部 分 的 计算 时 间 ; 而 且 ftp) 只 能 说 明 
ATP FSR, 不 能 说 明 并 行 系统 的 可 扩 程度 。 
7. Fij (events) & RY 
Marinescu 和 Rice 认为 ,单一 依赖 于 并 行 软 件 的 参数 不 足以 分 析 并 行 系统 ,因为 硬件 
可 能 会 对 性 能 产生 很 大 影响 。 事 件 函 数 模型 基于 MIMD 机 器 上 , 设 有 个 控制 进程 分 担 
计算 ,把 事件 总 数 g 看 成 的 函数 gCp)( 注 ;一 个 事件 即 一 个 通信 动作 或 一 个 同步 动作 )。 
在 一 个 给 定时 候 ,一 个 控制 进程 要 么 正在 执行 计算 ,要 么 在 通信 或 被 阻塞 ,因而 并 行 计算 
的 加 速 比 可 以 认为 是 作 有 效 计 算 的 控制 进程 的 平均 数量 ,对 于 给 定 规模 的 问题 ,如 果 g Cp) 
于 卢 线 性 增长 ; 则 半 近 加 速 比 (处 理 机 数 p 一 oo 时 的 极限 加 速 比 ) 有 一 个 常数 上 界 .如果 
&(p) 是 疡 的 二 次 或 高 次 多 项 式 , 则 最 优 加 速 比 在 某 个 pw 达到 , 且 当 p co TEE MSE He 
4 0, 
对 于 规模 给 定 的 问题 , por 依赖 于 gCp), 从 而 g(p) 是 并 行 计算 的 -- 个 特征 参数 ,可 以 
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用 pom 作为 可 扩 性 的 度量 .pe 越 大 ,并 行 系统 越 可 扩 

8 相对 性 能 模型 

Van Catledge 认为 应 以 某 机 器 为 参考 机 去 衡 最 其 他 机 器 的 性 能 。 并 行 系统 的 相对 性 
能 定义 为 应 用 程序 在 该 机 上 取得 的 性 能 与 在 参考 机 上 取得 的 性 能 的 比值 。 等 性 能 条 件 定 
六 为 在 并 行 系统 中 执行 应 用 程序 以 取得 与 参考 机 相同 性 能 的 机 器 数 ， 

在 并 行 系统 上 ,人 ,== 了 TJ(G(G&)s + FA) —5)/p il EB sGQT A Cl — FOL 
All dé Al FESS LARS ATT MS A AT ast =. RT ERAS BAL 
是 问题 增 大 后 的 指令 总 数 ,在 参考 机 上 ,Ty = TGs + FOU — K/L RF Th 
T'j 分 别 是 被 测 机 与 参考 机 的 平均 指令 周期 ,满足 相对 性 能 为 1( 即 工 , = Ty 或 其 他 性 能 指 
标 ) 时 的 p APT EAP Ee 

Nussbaum 把 一 个 算法 对 一 个 结构 的 可 扩 性 定义 为 在 给 定 机 器 上 的 渐 近 加 速 比 与 在 
EREW PRAM 上 的 渐 近 加 速 比 的 比值 。 这 个 模型 可 以 刻画 通信 开销 ,但 不 能 用 来 比较 运 

| 行 同 一 问题 的 两 个 实际 的 算法 一 结构 系统 ,也 就 不 可 能 用 来 有 效 地 刻画 可 扩 性 或 不 可 扩 
性 ,只 能 用 来 比较 运行 给 定 并 行 算法 时 的 并 行 机 结 宰 。 

Vitter 以 PRAM 计算 模型 为 基础 ,定义 了 在 其 上 一 类 有 效 并 行 的 算法 即 pce” 类 ,定义 
为 ;如 果 一 个 多 项 式 时 间 计 算 问 题 (class PE PRAM 上 有 一 :个 并 行 算法 ,使 达到 最 差 性 
能 时 的 处 理 器 北 最 多 是 问题 规 获 的 多 项 式 函 数 , 则 和 浆 该 问题 属于 pce 类， 显然 ,认为 能 利 
用 更 多 机 器 的 算法 可 扩 性 更 好 。 

9. 性 能 价格 比 模 型 

给 定 开支 c ,希望 购买 的 机 器 性 能 越 高 越 好 .。 以 性 能 价格 比 为 基础 的 可 扩 性 模型 刻画 
在 给 定 开 支 的 条 件 下 ,购买 的 机 器 对 问题 性 能 可 扩 。Kumar 认为 ,因为 机 器 的 价格 费用 与 
处 理 机 速度 ,通信 带宽 ,处 理 机 数 , 通 信 信 道 数 等 许多 因素 有 关 , 因 而 是 一 个 复杂 问题 。 

设 让 问题 规模 w 和 机 器 规模 思 同 时 扩展 时 满足 包 = f(p), 恰 保 持 性 能 价格 比 不 变 ， 
则 可 和 浆 该 并 行 系 统 可 扩 , 县 可 扩 性 定义 为 ; 


Scale (pf epp) = 


wi? È lg” 
wP fp ag pwt 
(pf 是 性 能 ,c 是 价格 )。 显 然 ,f(p) EII ER S O 越 大 可 扩 性 越 差 。 
10, 等 平均 开销 函数 模型 
1996 年 , 吴 幸 福 等 人 得 出 等 平均 开销 函数 , 设 并 销 为 O.(p,w) = pT,- Th UE 
销 O(p,w) = AQ 一 和 一 Ap 一 了 (1 —E,) .可 认为 在 给 定 系统 上 , 若 户 增加 , 且 存 在 
mf. whe LAS (>) 增加 时 , 恰 保 持 算法 的 平均 开销 恒定 , 则 称 并 行 系统 是 可 扩 的 , 且 
了 被 称 为 等 平均 开销 函数 。 
F 的 变化 率 越 快 ,说 明 保持 平均 开销 所 要 增加 的 问题 规模 越 大 ,从 而 可 扩 性 越 好 , 反 
之 ,了 变化 率 越 慢 , 认为 可 扩 性 会 越 差 。 
五 . 几 种 新 的 可 扩 性 分 析 模 型 
1， 千 平均 1/O 粮 型 
若 要 并 行 处 理 的 问题 的 1/0 频繁 ,我 们 就 应 该 衡量 算法 中 要 求 的 1/O 能 力 与 机 器 
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IO 能 力 的 匹配 程度 ,因为 在 这 种 情况 下 一 般 要 保持 平均 1/0 BARRE LAA 
WO 能 力 , 且 相等 , 即 各 机 完全 同 构 ) ,问题 规模 变化 率 会 大 于 机 器 规模 的 变化 率 。 

如 果 存 在 函数 fw 以 f(p) 增长 时 ,保持 MO 平均 需求 不 变 , 则 称 了 是 等 平均 I/O 
wR, AAP ee A: 


Scale(p,p') = (6. 43) 
TECRA, BEML a a eS ST O RBA ABA AREER 


L/O# ma BE) 

2. 等 系统 利用 率 模 型 

当 窑 机 盘 上 仅 运 行 一 个 问题 的 程序 时 ,重点 考虑 的 是 加 速 比 等 性 能 指标 ,但 有 多 个 程 
序 要 求 分 配 处 理 机 让 其 运行 时 ,一 种 分 配方 案 是 尽量 把 多 一 点 的 处 理 机 分 配给 利用 率 高 
的 程序 。 这 时 等 系统 利用 率 模型 将 具有 十 分 重要 的 作用 。 

设 系统 规模 从 pp 增 大 到 pW. WR SASH AR xz, 则 要 增 大 问题 规模 ,如果 存在 
函数 户 使 吧 以 了 (p) 增长 时 ,a 保持 不 变 , 则 称 了 是 等 利用 率 函 数 , 同时 称 并 行 系统 可 扩 ， 


可 扩 性 为 ; 
pw? pI) 
Scale(p, p) = Bes 一 FD (§. 44) 


3. 等 平均 通信 模型 

对 于 基于 消息 传递 的 系统 ,通信 问题 是 至 关 重 要 的 问题 ,为 此 有 必要 关注 算法 要 求 的 
通信 量 与 机 器 能 提供 的 通信 能 力 之 间 的 匹配 程度 。 

设 系 统 规模 从 思 增 大 到 p' 时 ,问题 规模 忆 w 二 Af(p) 增 大 ,恰好 保持 算法 中 的 平均 通 
ERE, UR 是 等 平均 通信 量 函 数 , 且 称 并 行 系 统 是 可 扩 的 ,可 扩 性 为 ; 


Scale(p,p’) 一 nea (6. 45) 


可 扩 性 越 好 , 即 f(p) BEY, Be wR ty, THEA SB a A ARA A RR ARE 
性 能 受 通信 影响 越 大 ,提高 性 能 很 大 程度 上 受到 算法 中 通信 需求 的 限制 。 

六 ,可 扩 性 模型 的 一 般 抽象 与 恰当 提 法 

L 可 扩 性 的 恰当 提 法 

如 果 密 主要 衡量 某 个 参数 ( 非 pz MSE w) ,可 以 在 保持 这 个 参数 不 变 的 条 件 下 ,同时 增 

wo/p _ pw? 

Ke p Pl wM w RAS p A RR, RIRA Seade, p) = Ppa = pw 
来 衡量 并 行 系统 的 可 扩 性 ,因为 对 该 参数 的 影响 主要 来 起 ww, 所 以 实际 反 喘 了 算法 对 机 器 
规模 的 适应 程度 , 即 表 现 为 算法 对 机 器 的 可 扩 性 问题 ， 


Lp 
当 系 统 规模 变化 决 于 问题 规模 变化 时 ,我 们 可 以 用 Scale(ww wo!) = BORG = 


来 衡量 并 行 系统 的 可 扩 性 , 实际 反映 了 对 问题 规模 的 增 大 ,机 器 能 否 适应 规模 的 变 


化 , 即 表 现 为 机 器 对 算法 的 可 扩 性 问题 ， 
在 特殊 情况 下 ,如 要 保持 某 参 数 不 变 只 和 需 使 问题 规模 和 系统 规模 以 同样 的 速率 增长 ， 
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则 称 之 为 完全 可 扩 的 并 行 系统 ,这 时 机 器 和 问题 达到 了 完全 和 谐 的 地 步 。 

2. 可 扩 性 模型 的 一 般 机 亲 定 义 

要 衡量 某 参 数 ,如 资源 利用 率 ,可 以 证 该 参数 不 变 , 使 户 和 也 同时 增长 。 如 果 户 和 也 增 
长 时 满足 关系 四 一 f(p) 县 名 的 增长 率 快 于 疡 的 增长 率 , 我 们 称 算法 对 机 器 是 可 扩 的 , 称 


/是 等 参数 汪 数 ,有 可 扩 性 为 :SealeCp,) 一 ZE = BEB 

如 思 和 忆 的 增长 满足 关系 pp = gCw) 且 户 的 增长 率 大 于 w 的 增长 率 ,我 们 称 机 器 对 
算法 是 可 扩 的 , 称 5 是 等 参数 函数 ,并 且 可 扩 性 为 ， 
Op) 一 piw? _w 


pw? w” gliw 


tad (po 
n (6. 46) 


Scale (iw 


3， 可 扩 性 模型 的 基本 类 型 

C1) 性 能 分 析 型 

建立 在 等 效率 ,等 速度 ,等 运行 时 间 等 基础 上 的 模型 反映 的 是 性 能 可 扩 程 度 ,建立 在 
开销 函数 等 基础 上 的 模型 ,反映 的 是 系统 性 能 的 不 可 扩 程度 。 

WP? RE SANS BETH, MEER SRP ees APE 
上 度 就 不 好 。 

(2) 资源 分 析 型 

如 内 存 受 限 模 型 ,这 种 模型 反映 了 在 系统 规模 增 大 时 ,问题 求解 时 对 资源 的 利用 程 
上 度 , 或 是 问题 规模 增 大 时 ,资源 会 不 会 成 为 求解 时 的 瓶颈 ,以 及 成 为 拱 强 的 程度 。 

七 .并 行 系统 可 扩 性 权 型 在 工作 站 集群 (COW) 上 的 推广 

前 商讨 论 的 可 扩 性 模型 都 是 以 完全 同 构 的 机 器 为 基础 的 ,难以 有 效 地 用 来 分 析 COW 
系统 ,主要 是 由 于 COW 中 工作 站 的 计算 能 力 和 通信 和 能力 不 尽 相同 , 所 以 用 平均 负载 的 变 
化 率 不 足以 充分 分 析 COW 系统 。 

事实 上 ,前 面 的 声 也 就 代表 了 系统 的 总 的 计算 能 力 , 前 面 的 计算 模型 可 以 看 成 是 在 保 
持 某 参数 不 变 情 祝 下 ,问题 要 求 的 计算 能 力 (w) 与 机 器 的 实际 计算 能 力 ( 用 pp 刻画) 之 间 
的 匹配 程 座 , 所 以 推广 之 ,可 以 利用 计算 能 力 需 求 与 具体 的 计算 能 力 的 比值 的 变化 率 来 刻 
Hi COW 系统 的 可 扩 性 。 

COW 系统 的 计算 能 力 可 以 用 各 工作 站 的 计算 能 力 之 和 来 评 佑 ,这样 就 可 以 把 用 于 
同 构 系 统 的 可 扩 性 模型 应 用 到 COW 系统 中 来 。 
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第 七 章 ”并 行 编程 与 示范 实例 


本 章 将 结合 问 量 计算 机 ,共享 主 存 向 量 多 处 理 机 和 分 布 存 情 计 算 机 的 特点 ,介绍 与 向 
量 并 行 计算 ,共享 主 存 向 量 多 处 理 机 多 任务 并 行 计算 和 分 布 式 并 行 计算 有 关 的 基本 概念 
以 及 缩短 程序 运行 的 墙 上 时 间 , 提 高 加 速 比 的 措施 。 


7.1 单机 向 量 并 行 编程 


一 、 向 量 计 算 机 的 并 行 处 理 特性 

向 量 处 理 是 向 量 计 算 机 最 有 效 的 特性 之 一 ,它们 通常 拥 腑 下 一 些 支持 并 行 处 理 的 
特性 。 

1. 采用 流水 线 加 工 方式 进行 向 重 和 标量 运算 

重 渤 村 术 蚌 提高 计算 机 运算 性 能 的 一 种 有 效 方法 , 它 通过 将 运算 部 件 分 为 若干 流水 
线 站 来 实现 。 对 干 标量 指令 ,第 一 条 指令 的 一 对 操作 数 先进 入 第 一 站 执行 , 当 它 进入 第 二 
站 执行 时 ,第 二 条 指令 的 一 对 操作 数 即 可 进入 第 一 站 , 依 此 类 推 。 这 样 同一 种 操作 码 的 若 
于 条 相继 指令 的 运算 可 以 间 时 在 一 个 运算 部 件 的 不 同 站 执行 , 它 实际 上 起 到 了 并 行 运算 
的 作用 。 对 于 向 量 运 算 , 一 对 对 操作 数 一 拍 一 拍 地 送 入 流水 线 ,经 若干 拍 起 步 时 间 后 ,运算 
结果 相继 从 流水 线 流 出 。 向 量 寄 存 髓 与 存 圭 器 的 数据 处 理 也 是 向 其 操作 。 一 个 典型 的 向 
量 操作 序列 是 向 量 取 向 量 运 算 , 向 景 存 。 

2. 功能 部 件 独 立 

启 量 机 的 CPU 可 在 不 同 的 功能 部 件 上 同时 执行 指令 ,这 是 因为 功能 部 件 彼 此 独立 。 
功能 部 件 的 独立 许 使 得 不 局 操作 如 加 、 霖 等 下 并 行 执行 .向 量 编译 器 将 分 析 代 码 以 产生 充 
分 利用 功能 部 件 独立 性 的 日 标 代码 。 

3. ey ERR 

在 目标 程序 中 ,前 一 指令 的 结果 数 正好 是 后 续 指 令 的 源 操 作 数 的 现象 大 量 存在 ,也 是 
不 可 避免 的 ,这 种 操作 数据 相关 已 成 为 采用 多 功能 部 件 提高 并 行 计算 性 能 的 一 大 障碍 .为 
提高 向 量 功能 部 件 的 使 用 效率 ,根据 向 量 运 算 的 特点 ,不 同 的 向 量 功能 部 件 可 以 采用 “ 链 
接 ” 靶 术 于 以 链接 , 即 对 于 遇 到 向 量 运 算 操 作 数 相关 的 相继 两 条 指令 ,只 要 其 他 运算 条 件 
已 具备 ,就 可 以 将 这 两 条 指令 所 对 应 的 两 条 流水 线 链接 在 一 起 ,前 一 条 流水 线 流出 的 结果 
直接 作为 后 一 条 流水 线 的 输入 操作 数 , 从 而 构成 了 相继 两 条 向 量 运 算 的 复合 流水 线 。 

4. 短 向 量 与 长 向 量 操 作 

一 个 向 量 寄存 器 可 存放 工 个 字 的 数据 t 工 称 为 机 器 的 向 晤 长度,YH-1 的 工 为 128， 
YH-2 的 工 为 64), 一 个 向 量 的 实际 长 度 等 于 或 小 于 工 的 操作 称 为 短 向 量 操作 ,实际 向 时 
长 度 超过 工 的 称 为 长 向 量 操 作 , 在 长 启 量 操作 中 ,向 量 寄 存 器 将 分 段 取 数 据 , 过 到 长 向 景 ， 
向量 编译 器 将 自动 产生 长 向 量 操 作 指 令 序列 。 
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二 、 编 译 器 的 优化 特性 

向 量 计算 机 的 向 量 编译 器 具有 丰富 的 优化 特性 ,可 自动 优化 Fortran WF. BMT 
于 可 向 量化 的 源 代 码 , 向 量 编译 盛 将 尽 可 能 自动 使 其 向 量化 ,以 产生 较 好 的 目标 代码 。 如 
果 用 户 能 给 予 协助 ,改写 程序 适应 编译 器 的 优化 特性 ,向 量 编译 器 的 自动 化 性 能 由 会 发 挥 
得 更 好 。 向 晤 编译 器 除 具 有 自动 优化 特性 外 还 提供 时 户 可 选 的 优化 手段 一 一 编译 选择 
(Compiler options) 和 编译 指导 命令 {Compiler direetivesy 以 及 一 种 优化 工具 ;: 流 追踪 
(Flowtrace), 更 分 述 如 下 。 

1. 编译 选择 

用 户 在 调用 商量 编译 器 时 可 通过 作业 控制 语句 指定 所 需 的 编译 选择 。 许 针 涉 及 优化 
功能 的 任 选 项 可 由 用 户 选 用 和 关闭 。 任 选 是 针对 整个 程序 编译 过 程 而 言 的 .YH 机 的 编译 
选择 参数 表 如 下 : 

《1) 算术 优化 

INT = 24.64 

银河 Fortran 编译 器 (以 下 简称 YFT) 对 INTEGER 定义 的 实体 一 般 产生 位 数 为 64 
的 整数 ,然而 多 数 程序 无 需 这 样 多 的 整数 位 存放 整数 。YFT 允许 指定 整数 变量 的 长 度 为 
24 位 ,这 样 一 般 能 使 运算 辑 快 ,但 也 有 例外 ,如 : 

DO 1 I=1,N 
Y=¥-+expr 

1 CONTINUE 

WR Y F224 位 整数 变量 , 则 YFT MRAP ER RRB. TY A 64 ee 
BY Pee m RECS E 64 位 整 型 运算 比 24 位 运算 反而 快 。 

ON=P,OFF=P 

在 YFT 中 , 双 和 精度 运算 较 之 单 精度 运算 慢 得 多 , 若 使 YFT 将 双 精 度 变量 和 常数 看 做 
单 精度 (REAL 类 型 ) 则 能 大 幅 产 地 改善 程序 性 能 。 仅 当 精 良 要 求 超过 48 位 尾数 ( 即 大 于 
15 位 十 进 制 小 数 ? 时 , 才 使 用 双 精 度 。 

(2) 循环 优化 

ON=V,OFF=V 

PEG MICRA GBF . 

ONROLL =n 

展开 御 环 兴 代 次 数 不 大 于 mn 的 最 内 层 循 环 , 缺 省 时 mn=3, 这 样 做 可 能 使 得 紧 贴 最 内 
层 循环 的 外 层 循 环 能 向 量化 。 

OPT=BL,NOBL 

决定 对 标量 DO 循环 是 否 采 用 操作 数 预 取 , 即 在 钳 环 每 次 迭代 之 后 ,总 是 将 下 次 选 代 
要 使 用 的 操作 数 预 取 到 工作 审 存 器 中 。 这 样 做 有 20% 的 加 速 ,但 有 时 可 能 产生 下 标 越界 。 

OPT=CVL,NOCVL 

CVL St fF el SR GE MAO ELL mt Re BIA. 
NOCVL 对 条 件 向 量 循环 作 标量 处 理 。 

OPT =ZEROINC ,NOZEROINC 
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一 般 地 ,DO 循环 内 的 常 墙 变量 (CVL) 在 每 次 循环 达 代 时 总 是 有 一 个 非 孚 增 基 ,但 也 
有 可 能 增 量 为 零 ,如 

DO 1 I=1,N 

J=J+K 
AC) =A()+Bd) 

CONTINUE 

4 KAO TERT eae K=O 时 , 则 是 对 固定 的 AYU) 求 递归 和 , 当 
OPT=NOZEROINC 时 , YFT 对 DO 1 的 向 景 化 会 产生 错误 的 结果 。 可 用 OPT = 
ZEROINC 来 禁 目 对 包含 CIV 一 CIV 十 VAR BASE E. 

OPT 一 INMOV ,NOINVMOV 

决定 是 否 将 不 变革 从 循环 中 移出 。 

(3) 其 他 

ON=F,OFF=F 

Bee AE AU RR 

OPT =NOIFCON , PARTIALIFCON , FULLIFCON 

YFT 313634 IF (Condition) VAR 一 exp 的 条 件 苦 换 语 名 ,用 条 件 向 量 妇 并 语句 
Var = CVMGX (exp, Var ,Condition) 3% # ik, 48 Ra] FBLA 下 语句 的 向 量 执 行 。 当 
OPT=FULLIFCON 时 , YFT 将 尽 可 能 地 用 条 件 归 并 语句 取代 下 语句 。 当 选择 
FARTIALIECON 时 , 若 Var=exp 中 的 exp 包含 除法 或 外 部 函数 引用 ,YFT 不 进行 代 换 
工作 。 但 当选 择 NOIFCON , 则 根本 不 进行 代 换 。 

OPT = NODOREP ,SAFEDOREP ,FULLDOREP 

若 有 可 能 ,YFT 就 用 对 库 子 程序 的 调用 取代 单行 的 DO MH. OPT=SAFEDOREP 
与 OPT=FULLDOREP 的 区 别 仅 在 于 ;车 选择 SAFEDOREP, 则 当 DO 循环 包含 潜在 的 
相关 冲突 或 合 等 价 变量 时 ,不 进行 替换 ;而 选择 FULLDOREP 时 ,不 检查 这 些 条 件 。 

2， 编 译 指 导 命令 

编译 指导 命令 是 包含 宇 源 程序 中 用 十 指导 向 呈 编 译 器 的 命令 行 。 许 多 涉及 优化 功能 
的 编译 命令 可 由 用 户 在 程序 的 编译 过 程 中 启用 和 关闭 。 编 译 指导 命令 仅 影响 到 代码 的 一 
部 分 ,通常 是 一 个 DO 循环 或 优化 块 , 例 如 ,在 YH Fortran 编译 器 的 一 个 编译 指导 命令 行 
中 ,1 至 5 列 是 CDIR$ ,第 6 列 必须 是 空白 ,第 ?至 72 列 包 含 零 个 或 多 个 由 逗号 分 开 的 
编译 指导 命令 并 允许 包含 空白 符 , 第 1 列 的 C 保持 了 程序 的 可 移植 性 。 YH 机 的 编译 指导 
命令 表 旭 下: 

D 算术 优化 

INT24,INT64[LIST ] 

意义 同 编译 选择 时 一 样 ,LIST 中 列 和 人 的 是 整 型 变量 名 。 

(2) 循环 优化 

VECTOR NOVECTORL =n], NEXTSCALAR 

用 NOVECTOR[=nj 禁 止 对 选民 次 数 小 于 或 等 于 n 的 循环 向 量化 ,0 委 n 委 128 ,这 里 
所 指 选 代 次 数 是 编译 时 可 决定 的 ,否则 ,这 条 命令 不 起 作用 。 使 用 不 带 n 值 的 NOVEC- 
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TOR 命令 将 禁止 其 后 的 所 有 DO 循环 问 量 化 ,直到 遇 到 VECTOR MS. VECTOR 命令 
使 NOVECTOR 命令 失效 ,但 它 不 能 使 编译 选择 OFF = V RH, NEXTSCALAR 指示 编 
译 程序 对 该 命令 后 的 第 一 个 DO 循环 产生 标 是 代码 ， 

NORECURRENCE[=n ] 

24 -— 4 oe Bt MH BL ERR EL TB SS BE ET I. 2S A a S 
TH, Ai. PERK DOF 5), 递 归 循 环 的 向 量 代 码 没 有 标量 代码 有 效 ，。 
NORECURRENCE[ 一 mn] 指定 一 个 界限 值 , 当 递 归 循 环 的 迭代 次 数 编译 时 已 知 旧 不 天 于 
n 时 ,编译 对 该 循环 产生 标量 代码 。 车 不 指定 na, 编译 对 递归 循环 产生 标 生 代码。 这 条 命令 
对 程序 段 的 其 余部 分 有 效 ,除非 遇 到 了 另 一 条 NORECURRENCE 命令 指定 了 不 同 的 n 
信 。 当 n=0 时 ,这 条 命令 不 起 作用 。 

SHORTLOOP 

指明 下 一 个 循环 的 选 代 次 数 小 于 计算 机 的 向 量 长 度 , 不 让 机 器 判断 是 否 要 分 段 取 数 。 

IVDEP 

忽略 向 量 相关 性 ,强行 向 量化 。 

JIVDMD 

AMS EHR A MES ,强行 向 量化 。 

VFUNCTION 

一 般 地 ,内 层 稍 环 中 出 现 外 部 函数 调用 将 禁止 向 量化 。 为 改善 程序 性 能 ,可 用 YH E 
编 语 言 YHAL 写 出 该 函数 的 可 向 量化 版 本 ,并 且 在 调用 该 函数 的 程序 段 中 写 上 VEFUNC- 
TION 命令 来 说 明 此 函数 是 可 回 量 化 的 。 

UNROLL=n,ROLL,UNROLL 

ROLL 和 UNROLL 在 程序 段 中 用 来 关闭 和 打开 循环 展开 。 而 UNROLL=n 命令 使 
YFT 对 交代 次 数 不 太 于 n 的 循环 进行 展开 。 

BL,NOBL,CVL,NOCVL 

音 文 同 编译 任 选 时 一 祥 。 

NODOREP, RESUMEDOREP 

若 有 可 能 ,YFT 就 用 对 库 于 程序 的 调用 取代 单行 的 DO 循环 RESUMEDOREP 与 
NODOREP 在 程序 中 分 别 用 于 恢复 与 关闭 这 种 代 按 功能 ， 

(3) 其 他 

FLOW, NOFLOW 

打开 和 关闭 追踪 

NOIFCON ,RESUMEIFCON 

YFT 对 形式 为 IF (Condition) Var 一 exp 的 条 件 蔡 换 语句 用 条 件 癌 量 归 并 语句 Var 一 
CVMGX (exp, Var Condition) K K, NOIFCON 与 RESUMEIFCON 分 别 实 现在 程序 中 
关闭 与 恢复 YFT 的 替换 功能 。 

ALLGN 

使 下 一 个 标 导 引 用 ,下 一 个 DO 循环 的 第 一 条 指令 或 下 一 个 入 口 点 对 惟 在 指 绥 站 的 
边界 上 。ALLGN 命令 必须 紧 贴 在 要 对 准 的 语句 之 前 .ALLGN 命令 的 用 途 在 于 它 使 循环 
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和 短小 的 子 程序 ~ 次 进入 指令 缓冲 区 ,从 而 避免 了 频繁 的 指令 装 人 人 。 

3. 优化 工具 

系统 提供 优化 工具 流 追 距 可 帮助 用 户 和 向 量 编 详 器 对 程序 进行 优化 。 流 追踪 提供 
FORTRAN 程序 中 各 程序 段 的 运行 性 能 分 析 , 告 知 用 户 哪 些 程序 段 在 整个 程序 运行 中 最 
为 耗 时 ,因而 可 列 为 重点 优化 对 象 。 此 外 , 流 追 踪 还 能 产生 整个 程序 的 动态 调用 树 。 

三 、 充 分 向 量化 提高 加 速 比 

将 一 个 串 行 计算 程序 不 作 任何 修改 而 仅仅 打开 自动 向 量化 开关 ,得 到 的 向 基 加 速 比 
一 般 比 较 低 ,为 了 提高 加 速 比 ,必须 根据 向 量 机 的 并 行 处 理 特 性 及 其 向 量 编译 器 的 优化 特 
性 对 程序 进行 重 构 ,因为 向 量化 是 针对 最 内 层 循 环 而 言 的 ,所 以 我 们 把 重 构 程 序 的 重点 放 
在 最 内 层 循 环 上 。 对 于 程序 编写 者 而 言 , 他 应 该 知道 程序 中 哪些 内 层 循环 是 可 以 向 量化 
的 ,哪些 内 层 循环 是 绝对 不 能 向 量化 的 ,哪些 内 层 循 环 是 看 上 去 不 能 向 量化 ,但 经 过 程序 
重 构 后 能 向 量化 的 ,在 程序 重 构 的 过 程 中 ,我 们 主要 采用 了 如 下 的 一 些 措 施 尽 可 能 多 地 开 
发 最 内 层 循环 使 之 向 虞 化 ,提高 加 速 比 。 

1. 将 编译 任 选 与 编译 指导 命令 有 机 地 结合 起 来 使 用 

编译 任 选 作用 于 全 程序 ,而 编译 指导 命令 仅 作 用 于 某 一 个 程序 段 , 二 者 可 以 有 机 地 结 
合 起 来 使 用 。 向 量 编译 器 总 是 在 最 普遍 、 最 一 般 的 情况 下 判断 一 个 内 层 循环 能 否 向 量化 ， 
而 对 于 程序 编写 者 来 讲 总 是 可 以 在 优先 排除 许多 不 需要 考 虚 的 可 能 性 的 情况 下 进行 判 
断 , 这 比 让 编译 茵 判断 省 力 得 多 。 对 于 那些 难于 让 编译 器 判断 的 最 内 层 循 环 就 能 否 向 量 
化 ,以 什么 方式 向 量化 尽 可 能 明白 地 写 上 相应 的 编译 指导 命令 ,如 VECTOR, NOVEC- 
TOR,IVDMOIVDEP 和 NEXTSCALAR 等 ,这 样 做 不 容易 错过 可 向量 化 的 最 内 层 循环 ， 
获得 较 高 的 加速 比 。 

2. MARR ERG 

ERAT RA ASE FP EE PS, Be REE 
放 在 多 层 循环 的 景 外 层 。 以 两 层 循环 为 例 , 具 有 如 下 结构 : 

DO 20 I=1IS,IE 

DO 20 J=JS,JE 

循环 体 

CONTINUE 

将 内 层 循环 与 外 层 循环 交换 , 变 成 ， 

DO 20 J=JS,JE 

DO 20 I=IS,IE 

循环 体 

20 CONTINUE 

办 层 循环 的 循环 长 度 增 大 了 ,对 大 部 分 情况 而 言 ,运算 结果 不 变 , 如 内 层 循环 能 向 量 
化 ,就 能 缩短 程序 运行 的 CPU 时 间 , 提 高 加 速 比 , 如 内 层 循环 的 循环 长 度 小 于 机 器 的 向 量 
长 度 ,在 每 一 个 内 层 循环 之 前 写 上 相应 的 短 向 量 操 作 编 译 指导 命令 CDIR $ SHORT- 
LOOP, 告诉 机 右 盛 须 按 机 峰 的 向 晤 长 度 分 段 取 数 , 也 能 带 来 一 定 的 加 速 。 

190 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


3. 内 层 摘 环 展开 
对 于 内 层 循 坏 长 度 小 (10 以 嵌 ) 且 不 宜 交 换 内 外 御 环 的 ,可 将 内 层 循 环 展开 。 编 译 选 
择 UNROLL=n 可 指示 编译 器 自动 展开 循环 长 度 不 大 于 mn 的 内 晨 循 环 ,但 这 种 展开 只 对 
衢 环 体 中 以 内 层 循 环 变 量 为 下 标的 数组 元 素 位 于 表达 式 堪 侧 的 情况 进行 ,对 于 其 他 情形 
必须 采用 手工 展开 的 方式 进行 。 
4. BRE RS BID F 
内 层 循环 如 果 含 有 CALL 语句 或 GOTO 语句 是 绝对 不 能 向 量化 的 ,CALL 语句 容易 
替代 ;而 GOTO 语句 总 是 与 正 语句 配合 在 一 起 使 用 的 ,去掉 GOTO 语句 的 基本 方法 是 ， 
看 这 种 IF 与 GOTO 模 配 起 来 的 结构 能 否 用 不 会 IF 和 GOTO 的 语句 替代 ,或 者 用 形式 为 
IF (Condition) Var=exp 的 条 件 替 换 语句 代替 。 如 果 其 他 条 件 满 足 , 对 于 前 者 就 能 直接 向 
量化 ,对 于 后 者 ,可 用 条 件 向 量 归并 语句 Var=CVMGX (exp, Var, Condition RAF fh 
量化 。 倒 如 ,在 一 个 二 维 与 轴 对 称 通用 的 标量 流体 力学 计算 程序 中 ,最 为 耗 时 的 核心 程序 
的 内 屋 销 环 中 有 这 样 的 下 与 GOTO 搭配 使 用 的 程序 段 。 
IF(KON,EQ.0) GOTO 85 
YY=R(,J) 
GOTO 90 
85 YY=1.0 
90 CONTINUE 
含有 GOTO 语句 ,不 能 向 量化 。 由 于 KON 不 取 0 就 到 1{ 取 0 时 为 二 维 流动 ,到 1 时 
为 轴 对 称 流动 ), 原 程序 段 可 用 语句 
YY =FLOAT(KON) * (R(1,J)—1. 0)}+1. 0 
等 价 蔡 代 。 又 如 ,TVD 格式 ,NND 格式 中 常用 到 的 Minmod 函数 :Z 一 Minmodkxy) 
=(sign(x)+sign(y))min(|x|,|y])/2. REF RA: 
IF(X + Y. GT. 0) THEN 
Z=AMIN1(ABS(X), ABSCY)) 
IF(X. LT. 0) Z=—Z 
ELSE 
Z=0.0 
ENDIF 
可 改写 为 ， 
A=AMAX1(AMAXI(X,Y),0. 0) 
B=AMINI1(AMINI(X, Y) ,0. 0) 
Z=X+Y—-A-B 
又 如 常用 的 限制 数据 界限 (A<X<B)? 的 程序 段 , 原 程序 段 为 ， 
IF(X.GT.B) THEN 
X=B 
ELSEIF (X. LT. A} THEN 
X=A 
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ENDIF 
WASH: 

C= (A+B)/2 

X=C+ (X—C)/ABS(X—C) x AMINI((B—A)/2,ABS(X—C)) 

PUSES Lee FB Ae ae ee ek . 

MRA RGM HRALEF REEMA REK, TE RA ARE R 
小 部 分 ,此 时 可 以 采用 所 谓 特 评分 割 技术 ,即将 循环 体 一 分 为 二 或 一 分 为 三, 让 该 程序 段 
作 标 量 处 理 而 让 循环 体 的 其 他 部 分 作 向 量 处 理 。 根 据 我 们 的 经 验 , 此 时 一 般 应 开设 少量 的 
临时 数组 存放 临时 变量 ,以 保持 分 割 后 的 循环 与 循环 之 间 的 联系 。 例如 ,我 们 对 根据 CFL 
条 件 求 At 的 循环 和 包含 用 罗 必 塔 (L:Hospitaj} 法 则 姓 理 对 称 线 上 的 奇 性 的 内 层 循 环 都 采 
用 了 这 种 方法 ,使 进行 标量 处 理 的 部 分 达到 最 小 。 

5. 大 基本 块 操作 

编译 选择 MAXBLOCK (最 大 基本 块 ) 有 饼 省 值 ,对 YH-2 Ta AY 2560, PME 
超过 最 太 世 本 块 的 内 层 循 评 不 能 向 量化 。 由 于 流体 力学 计算 公式 复杂 ,内 层 循环 内 容 很 
多 ,内 层 循 环 体 一 般 都 很 大 , 须 在 编译 选择 中 人 为 设 定 MAXBLOCK HI. 例如 ,在 用 
NND 格式 计算 化 学 非 平衡 流 时 , 某 一 内 层 循 环 体 长 达 300 行 ,我 们 给 定 MAXBLOCK 的 
秆 为 15 000, 向 量化 效果 很 好 。 

通过 采用 这 些 措 施 ,程序 的 向 量 加 速 比 会 大 大 提高 ,由 于 向 量 并 行 计算 带 来 的 程序 
CPU 运行 时 间 的 缩短 , 故 训 以 达到 充分 利用 杀 统 次 产 降低 计算 成 本 的 目的 。 


7.2 ”共享 主 存 向 量 多 处 理 机 多 任务 并 行 编程 


仅 具 有 单个 CPU 的 向 量 机 其 速度 和 容量 远 远 满足 未 了 大 型 科学 计算 问题 的 需要 ,一 
个 自然 的 解决 方案 是 ,让 那些 相对 来 说 速度 快 .容量 大 的 向 量 机 ( 曾 有 人 将 其 形象 地 称 必 
“大 象 ") 以 其 种 方式 连接 起 来 形成 向 量 多 处 理 机 系统 ,用 某 种 机 制 使 它们 协同 起 来 完成 一 
个 整体 的 任务 ,只 要 组 织 分 工 合理 ,一般 来 说 ,总 是 能 缩短 程序 运行 的 时 间 ( 是 墙 .上 时 间 而 
不 是 CPU 时 间 )。 就 CFD 问题 而 言 , 当 采用 计算 机 辅助 设计 时 , 它 能 缩短 型 号 研制 周期 ， 
使 大 型 的 航天 计划 早日 付 诸 实现 。 

—, 基本 术语 

1. 任务 (Task) 

在 多 处 理 机 多 任务 并 行 数值 计算 中 ,任务 基 一 个 具有 子 程序 形式 ( 荐 攻 子 程序 来 描 
述 ) 并 且 可 以 调度 的 计算 单位 , 它 的 指令 是 顺序 执行 的 ,性 务 问 以 创建 其 他 和 任务 ,创建 者 与 
被 创建 者 可 以 同时 运行 ,性 务 执行 的 代码 是 子 程序 ,调用 一 个 子 程序 和 创建 一 个 任务 来 执 
行 这 个 子 程序 ,完成 相同 的 工作 ,区 划 在 于 子 程序 调用 使 得 该 子 程序 的 工作 立即 被 执行 ， 
二 调用 者 等 待 ;而 创建 性 务 ,是 由 系统 独立 地 调度 任务 来 完成 该 工作 ,该 任务 可 以 与 其 他 
任务 并 行 ,包括 与 调用 任务 并 行 。 

2， 多 任务 (Multitasking ) 

多 任务 就 是 构造 程序 使 得 它 有 未 个 可 以 并 行 搞 行 的 任务 ,一 般 有 宏和 任务 (Macrotask- 
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ing) 和 微 任 务 CMLicrotasking) 两 种 方法 。 用户 通 过 调用 一 组 宏 库 子 程序 来 如 式 地 创建 并 行 
实体 ,组 织 同步 通讯 ,进行 共享 数据 保护 , 称 为 宏 任 务 。 宏 任务 的 开销 比较 大 ,只 有 对 大 粒 
度 任务 效果 才 好 ,一 般 支 持 子 程序 级 的 并 行 。 微 任务 是 用 户 通过 一 组 微 任 务 指 导 来 指定 并 
行 ,由 一 个 Fortran 的 预 处 理 器 来 解释 这 些 指导 KERR. ACEO RETR RR 
蔡 这 些 指导 。 它 的 开销 比较 小 ,不 仅 对 大 粒度 任务 效果 好 ,对 小 粒度 任务 效果 也 好 ,主要 用 
于 循环 级 的 并 行 。 微 任务 只 提供 了 互 斥 手段 ,没有 提供 进程 间 的 同步 手段 , 故 徽 任 务 支 持 
的 并 行 形式 只 右 一 种 ,就 是 无 嵌 庆 的 Cobegin-Coend 形式 ,不 能 支持 Doacross 这 种 并 行 结 
构 ， 

3. TERDA (Scope) 

… 个 变量 的 作用 域 是 在 程序 中 和 定义 和 引用 该 变量 的 区 域 。 一 个 任务 可 访问 的 所 有 变 
量 可 分 为 私有 (Private) 灾 量 和 共享 Shared) 变 量 两 种 .私有 蛮 量 为 一 个 任务 定义 , 仅 在 该 
任务 中 可 访问 ;共享 变量 为 多 个 任务 定义 ,被 多 个 任务 访问 。 术 语 私有 和 共享 是 相对 子 任 
务 而 言 的 ,前 术语 局 部 (Local) 和 全 局 (Global) 是 相对 于 程序 单元 (如 子 程序 ) 来 说 的 ,全 局 
变量 是 可 被 多 个 程序 单元 访问 的 变量 ,局 部 变量 蚌 只 能 在 -个 程序 单元 中 访问 的 变量 . 因 
此 ,在 多 任务 时 ,个 变量 既 有 相对 于 和 任务 而 言 的 作用 域 , 义 有 相对 于 程序 单元 而 言 的 作 
用 域 。 比 如 ,一 个 变量 可 能 对 一 些 子 程序 是 全 局 前 ,但 私有 于 一 个 任务 ,这 样 的 变量 在 
YH-2 中 可 用 TASK COMMON 块 来 保护 和 特 递 数据 ,TASK COMMON 引入 了 一 种 新 
的 变量 作用 域 一 -全 局 于 子 程序 而 私有 于 任务 。 

4. iF R (Critical Region) 

IS SAE Re TH EE Ee, SEE TL RE aes A By 1/0) 3 
件 , 子 程序 以 及 其 他 被 程序 中 任务 共享 的 资源 。 如 果 包 含 临 界 区 的 程序 权 块 要 并 行 的 话 ， 
我 们 必须 对 临界 区 代码 加 以 控制 。 实 现 这 种 控制 的 一 种 方法 是 在 进入 一 个 净 界 区 时 置 一 
把 锐 ,在 出 临界 区 时 清 这 把 锁 , 并 且 所 有 其 他 并 行 任务 进入 相应 交界 区 以 前 都 检测 该 局 。 
不 能 进入 临界 区 的 任务 必须 等 待 。 一 方面 应 使 临界 区 尽 可 能 小 ,但 男 一 方面 ,一 个 有 很 多 
小 临界 区 的 程序 则 有 很 天 的 锁 开 销 , 故 临界 区 的 大 小 与 锁 操 作 的 开销 应 综合 如 以 考 感 。 

二 、 宏 库 子 程序 简介 

用 户 可 通过 一 组 在 语言 级 调用 来 开发 并 行 性 的 子 程序 集 一 一 宏 任 务 库 来 实现 才 任 务 
并 行 计算 , 宏 任 务 子 程序 一 般 可 以 分 为 任务 .事件 . 锁 和 会 侣 四 大 类 , 它 提供 了 并 行 实 性 
[任务 ?的 控制 机 制 ,同步 机 制 和 五 斥 机 制 ,而 Fortran 语言 中 的 Common, LA FES RS 
个 子 程序 公用 的 Common 块 (在 YH-2 中 称 作 Task Cormmon) 和 参数 传递 则 提供 了 并 行 
实体 间 的 数据 通讯 机 制 。 下 面 以 YH-2 为 例 介 绍 几 个 常用 宏 库 子 程序 的 功能 及 参数 说 明 。 

1. 任务 类 子 程序 

任务 类 子 程序 主要 处 理 任 务 的 创建 和 同步 ,以 及 管理 与 任务 有 关 的 一 些 信息 。 

TSKSTART (task_array, namel list ]) 

创建 一 个 任务 控制 数组 为 task-array 的 任务 ,该 任务 完成 于 程序 name(list) 的 功能 ， 
任务 一 经 创建 , 即 可 调度 运行 。name 为 任务 开始 执行 的 外 部 入 口 点 , 它 必 须 在 调用 
TSKSTART 的 程序 单元 中 用 EXTERNAL 说 明 。 任务 控制 数组 是 一 个 整 型 数组 ,长度 可 
定义 为 2 或 3。 
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TSKWAITY (task-array ) 

等 待 任务 控制 数组 名 为 task-array 的 任务 完成 。 

2. HRP RA 

HRTF RREBATABH EA KMEN RRE . 锁 是 一 个 特殊 的 整 型 变量 ,只 
有 “Locked? 和 “Unlocked" 两 种 状态 ,只 有 通过 锁 类 子 程序 ,才能 对 它 进 行 修改 , 锁 变 量 必 
ALTE COMMON 中 ， 

LOCK ASGN (name) 

将 一 个 整 型 变量 标记 为 锁 。 对 每 一 个 锁 变 量 , 在 它 被 其 他 锁 类 子 程序 使 用 之 前 ,必须 
先 调用 它 。LOCKASGN 给 锁 赋 予 初始 值 “Unlocked”。 

LOCKON (name> 

HN “Unlocked KAS, BAA “Locked RAS IRI ES. AE “Locked” 
态 , 挂 起 调用 任务 直到 该 锁 被 另 一 个 任务 清 为 “Unlocked" 状 态 ,然后 置 为 “Locked” 状 态 ， 
返回 调用 任务 。 

LOCKOFF (name) 

清 锁 并 返回 调用 任务 , 清 锁 使 得 正在 等 待 该 锁 的 一 个 任务 恢复 执行 。 

LOCKREL (name) 

清除 赋 给 锁 的 标识 。 落 锁 已 冒 或 一 个 任务 正在 等 待 该 锁 , 报 错 。 

3. 事件 类 子 程序 

捉 件 类 子 程序 主要 实现 任务 同步 。 事 件 是 一 个 特殊 的 整 型 挛 量 ,只 有 “Posted”、 
“Cleared” 两 种 状态 ,事件 变量 应 放 在 COMMON F, 

EVASGN (name) - 

将 一 个 整 型 变量 标记 为 一 个 事件 .对 于 每 一 个 事件 变量 ,在 它 被 其 他 事件 类 子 程序 使 
用 之 前 ,必须 先 调 用 它 。EVASGN 置 事 件 的 初始 状态 为 “Cleared”。 

EVPOST (name) 

置 事件 变量 为 <Posted” 状 态 ,返回 调用 任务 。 HTS SA SE 
都 恢复 执行 。 

EVWAIT (name) 

$748 = SE E Posted "KE HES RAAT FUERA ES RRB ES RE 
为 “Posted” 状 态 。EVWAIT 不 改变 事件 的 状态 。 

EVCLEAR (name) 

将 一 个 事件 变量 置 为 “Cleared” 状 态 , 返 回调 用 任务 ,结果 使 得 以 后 调用 EVWAIT 性 
务 时 ,又 要 等 待 该 事件 重新 冒 为 “Posted” 状 态 。 


EVREL (name? 
清除 赋 给 事件 的 标识 。 若 有 任务 正在 等 待 该 事件 时 为 “Posted” 状 态 , 则 报错 。 
4. 会 合 类 子 程 序 


会 合 类 子 程序 主 委 用 来 支持 一 种 常见 的 同步 方式 :会合 , 即 n 个 并 发 任务 ,在 会 合 点 
会 合 后 ,再 恢复 并 行 执行 。 
障碍 是 一 个 特殊 的 整 型 变量 , 它 对 应 一 个 同步 点 ,在 该 点 处 ,必须 指定 数目 的 任务 到 
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达 该 处 后 ,处 理 才 可 继续 。 障 碍 只 有 *Closed” 和 “DODpened? 两 种 状态 。 障 得 变量 必须 在 
COMMON 中 。 

BARASGN (barriername, taskcount) 

将 一 个 整 型 变量 标记 为 障碍 ,其 初始 值 为 “Closed”。 

BARSYNC Charriername) 

使 任务 在 障碍 处 会 合 。 若 到 达 该 障碍 的 任务 ( 包 独 自己 ) 的 个 数 小 于 taskcount 时 挂 起 
调用 任务 直至 taskcount 个 任务 到 这 该 障 得 为 止 ,一 旦 有 taskcount 个 尾 务 到 达 该 障碍 ,所 
有 这 taskcount 个 任务 均 可 继续 执行 (此 革 , 障 得 的 状态 为 “Opened”)。 这 taskcount 个 任务 
恢复 执行 后 ,障碍 又 随 郧 间 到 “Closed” 状 态 。 

BARREL (barriername) 

祷 除 赋 子 该 障 得 的 标识 , 若 有 任务 在 等 待 该 障 得 ,报错 。 

=. 条 向 量 机 宏 任 务 并 行 计算 

L galo 

一 般 采 用 静态 划分 的 方法 来 保证 各 任务 负载 的 基本 平衡 ,因为 各 任务 所 要 完成 的 工 
作 量 是 预先 能 够 确定 的 。 以 二 维 流 体力 学 计算 为 例 , 对 于 在 每 一 个 时 间 步 都 要 作 1 一 2 次 
进出 口 边 条 处 理 的 根 尾 务 0 和 子 任务 n, 可 以 少 分 配 一 排 网 格 的 计算 工作 ,这 样 , 负 载 能 
基本 保持 平衡 。 

2. BP 

非 定常 或 时 间 相 关 前 流体 计算 属 初 边 值 何 题 , 其 并 行 有 一 个 突出 特点 ,就 是 从 创建 尾 
务 开 始 到 整个 任务 结束 中 间 对 应 著 笋 多 间 步 点 ,各 性 务 必须 相应 完成 各 自 的 工作 ,在 同步 
点 会 合 后 ,才能 往 下 继续 执行 ,在 宏 尾 务 库 的 四 大 类 子 程序 中 ,任务 类 子 程序 开销 最 大 ( 比 
其 他 三 类 子 程序 有 时 要 高 出 三 个 数量 级 } ,其 次 是 障碍 类 子 程序 ,再 其 次 是 事件 类 和 锁 类 。 
由 于 任务 类 子 程序 开销 大 ,用 它 来 实现 间 步 将 会 得 不 偿 失 ,一 般 仅 用 它 来 创建 任务 以 及 管 
理 与 任 和 荔 有 关 的 一 些 信 息 . 障 碍 类 子 程序 实现 同步 比较 简单 ,每 一 个 同步 点 只 须 写 一 个 语 
F] CALL BARSYNC (barriername) 。 对 于 两 个 处 理 机 的 计算 ,用 两 个 事件 或 两 把 锁 就 可 简 
单 地 实现 同步 。n 个 任务 在 n 台 处 理 机 上 的 计算 ,用 事件 类 和 锁 类 子 程序 进行 同步 ,逻辑 
上 要 复杂 得 客 。 经 过 计算 可 知 ,一 共 要 设置 ntn 一 1) 把 锁 或 ncn 一 1) 个 事件 才能 严格 保证 
AA MES SESS REBAR PE. Sn 很 大 时 ,用 障碍 类 于 
程序 实现 同步 比 用 锁 或 事件 类 实现 同步 位 单 ,而 且 开 和 销 小 ,而 当 n 比较 小 时 ,可 用 镇 或 事 
件 实现 同步 ,由 子 锁 类 于 程序 与 事件 类 子 程序 相 比 有 很 多 相似 的 地 方 , 相 应 子 程序 的 开销 
也 一 祥 ,LOCKOFF 可 以 改变 锁 的 状态 ,而 EVWAIT 不 改变 事件 的 状态 ,必须 紧 接 其 后 
如 一 个 EVCLEAR 才 改 变 事件 的 状态 。 这 样 在 每 一 个 同步 点 要 多 写 ( 人 一 1 个 CALL 
EVCLEAR (name) #4), 比 用 锁 类 子 程序 实现 同步 开销 要 酷 为 大 一 点 。 故 在 我 们 的 计算 
中 ,一 般 采 用 和 锁 类 子 程序 实现 同步 。 

3. 变量 类 型 的 区 分 

程序 能 运行 4 不 出 现 死 锁 , 死 循环 和 溢出 等 现象 ) ,但 运行 结果 与 单机 不 一 致 ,一 种 错 
误 是 多 任务 划分 屈 辑 上 不 严格 ,而 男 外 一 种 错误 是 没有 很 好 地 区 分 变量 的 类 型 .使 用 宕 性 
务 的 一 种 常见 形式 是 将 循环 的 一 系 判 迭代 组 织 成 一 个 子 程序 作为 性 务 来 执行 ,最 将 单机 
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程序 的 循环 变 成 子 程序 ,因此 在 对 原 程序 变量 的 使 用 情况 进行 分 析 时 ,主要 相对 循环 来 进 
行 。 这 种 分 析 必 须 考 虑 循环 中 访问 的 所 有 变 基 以 及 在 循环 外 对 这 些 训 量 的 所 有 可 能 访问 。 
在 惠 行 程序 中 ,变量 的 访问 情况 有 以 下 几 种 情况 ， 

* 局 限 在 一 个 循环 内 ; 

" 作用 域 超 出 了 循环 ,但 局 限于 包含 循环 的 子 程序 ; 

* 通过 参数 表 ,其 作用 域 超出 了 子 程序 ; 

“通过 COMMON 快 , 其 作用 域 超出 了 子 程序 。 

某 些 数据 , 既 要 被 同一 个 任务 中 的 一 组 子 程序 访问, 又 不 能 被 其 他 任务 中 的 任意 子 程 
序 访问 。YH-Fortran 引入 了 一 种 新 的 扩充 TASKCOMMON 来 为 这 类 变量 提供 共享 的 存 
储 单元 。 用 户 可 充分 利用 这 一 扩充 进行 多 任务 化 。 

某 些 变量 或 数组 是 临时 变量 或 数组 ,如 果 放 在 COMMON 中 , 当 变 量 或 数组 名 与 其 
他 子 程序 的 不 重复 时 ,在 单机 上 运行 不 会 出 问题 .但 多 任务 后 ,它们 被 多 个 任务 共享 ,由 寺 
多 信任 务 都 可 对 它 细 进 行 修 改 , 就 有 可 能 出 错 。 BRR WHEAT Ad aa e 
《LTHospital) 甘 则 处 理 对 称 输 上 的 奇 性 的 风 条 语句 从 最 内 层 循 环 体 分 割 出 来 进行 标量 处 
理 可 以 提高 向 量 加 速 比 。 但 为 了 保持 原 循环 体 变 量 之 问 的 关系 ,保证 结果 正确 性 ,必须 开 
设 一 个 临时 数组 。 在 单机 计算 中 ,我 们 将 该 临时 数组 放 到 了 COMMON , 且 为 了 节约 存储 
空间 ,将 它 定 义 为 一 维 数组 ,多 任务 计算 时 不 作 改 动 ,多 机 运行 结果 与 单机 的 就 不 一 致 ,而 
且 每 次 运行 的 结果 也 不 祖 同 , 究 其 原因 就 是 因为 犯 了 这 类 错误 。 修 改 的 方法 有 两 个 ,一 是 
数组 不 放 在 COMMON 中 ,只 用 DIMENSION 定义 ,二 是 将 数组 放 在 COMMON 中 ,但 开 
成 二 维 数组 ,这 样 每 一 个 任务 只 在 它 所 分 配 的 取 值 范围 内 对 该 临时 数组 进行 修改 。 

总 之, 多 任务 一 个 程序 比 向 量化 一 个 程序 在 程序 重 构 方 面 以 及 程序 调试 过 程 中 要 微 
更 多 的 工作 。 但 结果 是 令 人 鼓舞 的 ,我 们 站 用 显 式 差 分 计算 二 维 流 体 动 力学 问题 ,在 两 处 
理 机 上 的 规 速 比 达 到 了 4.9 左右 , 妇 处 理 机 上 加 速 比 达到 了 3.5 EA. 


7.3 PVM 环境 下 的 分 布 式 并 行 编程 


一 、 PVM 简介 

PVM Æ Parallel Virtual Machine 的 缩写 , 它 能 将 一 组 使 用 Microsoft Windows 以 及 
UNIX 或 LINUX 系统 的 异 构 网 络 环境 下 的 计算 机 虚拟 成 单个 的 并 行 计算 机 。PVM h% 
Oak Ridge 国家 实验 室 研 制 ,是 美国 固 家 基金 会 资 盈 的 公开 软件 系统 。PVM 提供 在 虚 
拟 机 系统 的 各 个 结 点 { 单 CPU 或 单 计 算 机 ) 上 创建 任务 以 及 支持 任务 间或 结 点 间 则 步 和 
通信 的 手段 。PVM 应 用 程序 可 以 用 C aX Fortran 编写 ,使 用 PVM 提供 的 消息 传递 (Mes- 
sage Passing) 机 制 实现 并 行 计算 。 通 过 发 送 和 接收 消息 ,应 用 程序 的 多 个 任务 (或 进程 ) 可 
以 互相 协作 ,并行 地 解决 一 个 大 型 科学 与 工程 计算 或 大 型 事务 处 理 问题 。PVM 支持 在 应 
用 、 机 器 和 网 络 兰 个 层次 上 的 蜡 构 :应 用 的 异 构 不 言 而 喻 ;机 器 的 异 构 不 仅 表现 在 当 两 个 
机 器 有 不 同 的 鳌 数 和 浮 点 数据 表示 形式 时 PVM 负责 所 有 的 数据 转换 ,而 且 表 现在 虚拟 
机 中 的 结 点 机 可 以 是 任何 类 型 的 计算 机 ,包括 Von Neumman 机 ,向 量 机 ,工作 站 ,服务 器 
芯 至 现代 意义 上 的 开行 机 ;网 络 的 异 构 家 现在 PVM 允许 虚拟 机 定义 在 由 不 同 网 络 构 成 
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的 互连网 络 上 ,PVM 具有 通用 性 强 和 系统 规模 小 的 特点 , 既 适 合 YCPAIP 网 络 环 境 , 叉 适 
ETF MPP 大 型 并 行 计 算 机 系统 ,当前 所 有 的 并 行 计 算 机 厂商 都 宣布 他 们 的 产品 支持 
PVM ,一 些 大 公司 还 针对 其 产品 的 特点 推出 自己 的 简 效 PVM 产品 。 

=. AR aA PVM 

PYM ABH ROAR SR ARE pvm 启动 或 直接 运行 pvmd 启动 。 

1. Bit BRERA pm 上 启动 

控制 台 程 序 pym 基 一 个 单独 送行 的 pvm 任务 , 它 允 许 用 户 交 玉 式 启动 , 查 谢 .修改 虚 
WH WYER RSME pvm 任务 。 PHARM HEAR AALS KA 
和 退出 TA Se pom 和 任何 运行 中 任务 的 状态 , 当 用 户 键入 pvm 命令 时 ,将 出 现 提 示 
符 pym> pvm 将 从 标准 输入 设备 中 接收 命令 。 下 面 介 绍 pvm 命令 ; 

(1) help: 可 用 此 使 令 获取 关于 任何 pvm 交互 命令 的 信息 ,以 相应 pvm 命令 的 名 字 和 作 
为 heip 的 参数 ,将 会 给 骨 户 列 出 如 何 使 用 此 命令 的 详细 信息 。 

(2) version: BAK pym 的 版 本 号 。 

(3) setenv: 显 示 或 设置 环境 变量 值 。 

(4) conf ;给 出 典 氢 机 配置 的 列表 。 

(5) add: 在 感 拟 机 中 吉 入 新 的 结 点 机 ;语法 形式 为 .add hostname*…。 

(6) delete: 从 典 扎 视 中 删除 辣 点 机 ,请 法 形式 为 :delete hostname, 

(7) ps: FUE HEALS pvm 任务 信息 , 详 法 形式 为 :ps[options]。 

TEM Coptions) : 

， 一 a; 列 出 所 有 结 点 机 任务 信息 

+ 一 hhost: 指 定 结 点 机 ,host 为 pvmd Ai tid H. 

一 nhost; 指 定 结 点 机 ,host HARI. 

。 一 !: 长 信息 列表 

。 一 x: 一 a 中 列 出 的 任务 加 上 控制 台 任 务 

(8) spawn; 加载 一 个 pvm 任务 程序 ,语法 形式 为 tspawnfoptionsjJfile[arg…]j。 选 项 
Coptions): 

+ 一 {count) :任务 数 ,省 缺 为 1 

- 一 (host) :在 host 指定 的 缚 点 机 中 加载 ,省 缺 为 任 一 结 点 机 

。 一 (ARCH) ;在 体系 结构 为 ARCH 的 结 点 机 上 加 载 枉 务 

- —?; Debugger 方式 的 任务 加 载 

« —> (file). BEES ie HES il S 

+ 一 >> (file); 重 定向 任务 输出 到 文件 

- 一 @ :显示 任务 工作 过 程 中 的 trae 信息 到 控制 台 

，。 一 地 (file) ,显示 任务 工作 过 程 中 的 trace FRB CEP 

(9) kilk pm EF. 

(10) reset: EBR pvm 以 外 的 所 有 pvm 任务 ,清除 pvm 的 所 有 内 部 表 项 和 消息 队 
列 , 并 使 监 撑 程 序 处 于 空闲 状态 。 

(11) auit: 退 出 控制 台 , 此 时 pvma 和 pvm 作业 继续 运行 。 
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(12) halt: 终 止 pvm 虚拟 机 ， 

2. 通过 pymd 启动 

在 这 种 方式 下 ,用 户 先 编 好 .一 个 配置 文件 hestfile, 在 这 个 文件 中 ,描述 虚拟 机 由 哪些 
计算 机 构成 ,然后 以 此 hostfile 为 参数 运行 pvmd ,此 时 ,pvmnd 将 会 根据 此 文件 自动 配 团 虚 
报 机 ,并 分 别 启动 这 些 机 器 上 的 pvmd。 用 户 以 后 可 视 需 要 再 使 用 pvm 去 查询 .配置 pvm 
EMIL. 命令 形式 为 : 儿 pvmd hostfile, 之 后 ,pymd 提示 用 户 输入 其 他 机 器 的 口令 ,输入 完 
成 后 拍 入 Ctrl Z+bg pym 即 被 放 在 后 人 台 运 行 ; 如 果 不 涉 及 用 户口 令 问 是 ,命令 形式 可 改 
AI: % pvmd hostfile & pvm 被 直接 放 在 后 台 运 行 。 

三 、 几 个 常用 的 pym Ree 

l- call pymfmyvytidttid) 

功能 :在 第 一 次 调用 时 ,将 调用 进程 注册 为 pvm 进程 。 在 每 一 次 调用 时 都 返回 调用 进 
程 的 tid。 

参数 :tid 一 一 返回 调用 进程 的 tid MARR. 

2. call pvmfexit (info} 

功能 :通知 本 地 pvmd ,调用 进程 要 退出 pvm. 

参数 :info 返回 的 整数 状态 码 , 负 值 表示 出 错 。 

3. call pymfspawn (task flag, where. ntask ,tids ,numt) 

功能 :创建 一 个 新 的 pvm 进程 。 

参数 ， 

task 一 个 字符 串 ,存放 要 创建 pwm 进程 所 执行 的 可 执行 文件 和 名。 该 本 执行 文件 应 
在 进程 要 创建 的 计算 机 上 存在 。pvm 查找 该 可 扳 行 文件 的 省 缺 位 置 为 $HOME/Apvm3y7 
bin/ARCH 

fjag 一 一 创建 pvm 进程 时 所 用 的 选项 ,在 Fortran 中 可 取 下 列 值 ， 

- PVMDEFAULT 0 pvm 任 迷 一 台 计 算 机 ,在 其 上 创建 任务 


+ PVMHOST 1 where 参数 指出 在 其 上 创建 任务 的 特定 计算 机 

* PVMARCH 2 ”where 参数 指出 在 其 上 创建 任务 的 特定 机 器 类 型 
<- PVMDEBUG 4 “创建 任务 在 调试 器 的 控制 下 

。PVMTRACE 8 ”创建 任务 将 产生 pvm 的 轨迹 参数 


where 一 一 一 个 字符 串 ,指定 在 什么 地 方 创建 prm 进程 ,根据 flag HAAR E where 可 
以 是 计算 机 名 ,也 可 以 是 机 器 类 型 名 。 若 flag 一 0 就 忽略 where 参数 ,pvm 自己 选择 一 个 
最 合适 的 计算 机 。 
要 创建 的 执行 同一 个 可 执行 文件 的 pvm 进程 数 。 
一 个 具有 ntask 个 元 素 的 数组 ,返回 时 ,每 一 个 数组 元 素 中 存放 一 个 由 该 调 
用 创建 的 pvm 进程 的 tid。 车 创建 某 个 任务 出 错 , 则 在 其 邓 应 元 素 中 存放 相应 的 错误 码 。 
numt 一 一 整数 ,返回 时 存放 实际 创建 的 任务 数 , 负 值 表示 系统 错误 。 小 于 ntask 的 正 
数 表 示 创 建部 分 失败 。 在 这 种 情况 下 ,用 户 应 检查 tids 数组 中 的 错误 代码 。 
4. call pymfparent(tid) 
功能 ;返回 调用 进程 的 父 进程 tid, 
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参数 ;返回 调用 进程 的 父 进程 的 tida。 如 果 调 用 进程 不 是 用 pvmfspawn 创建 的 ,返回 
PvmNoParent, 
5. call pymfinitsend (encoding + bufid) 
功能 ;清除 省 缺 的 发 送 缓 冲 区 并 指定 消息 的 数据 格式 转换 方法 ， 
参数 ,encoding 一 一 一 个 整数 ,用 来 指定 下 一 个 消息 的 数据 格式 转换 方法 ,在 Fortran 
中 可 能 的 使 用 值 如 下 ， 
- PVMDEFAULT 0 ”如 虚拟 机 是 辣 构 的 , 则 不 进行 数据 格式 转换 ,否则 来 用 
XDR( 外 部 数据 表示 ) 来 进行 数据 格式 转换 。 
。PVMRAW 1 ”不 进行 数据 格式 转换 
* PVMINPLACE 2 ”数据 仍 存放 在 原 处 。 
6. call pymfpack Gvhat,xp,nitem stride, info) 
功能 :将 用 户 提供 的 各 种 类 型 的 数据 组 装 到 活跃 消息 缓冲 区 中 。 
参数 : 
| what 一 一 一 个 整数 ,用 来 指定 被 组 装 的 数据 类 型 ,其 可 能 的 取 值 如 下 : 
* STRING 0 
* REAL4 4 
* BYTEI 1 
» COMPLEX 5 
* INTEGER2Z 2 
» REALS 6 
* ENTEGER4 3 
« COMPLEXI16 7 
xp 一 一 指向 一 组 字 节 的 指针 ,这 一 组 字 节 所 存放 的 数据 可 以 是 任何 数据 类 型 ,但 数据 
提取 时 也 必须 是 相应 的 数据 类 型 。 
要 组 装 的 数据 项 数目 (不 是 字 节 数 ) 。 
被 组 装 数据 项 的 间隔 。 
返回 的 整数 状态 码 , 负 值 表示 出 错 。 
7. call pvmfsend (tid, msgtag yinfo) 
功能 : 非 阻 塞 地 发 送 在 活跃 发 送 缓冲 区 中 的 消息 。 
2 BR: 
> tid 一 一 消息 接收 者 的 tid. 
msgtag 一 一 指定 要 发 送 的 消息 标识 ,接收 时 必须 使 用 相同 的 消息 标识 。 
info 一 一 返回 的 整数 状态 码 , 负 值 表 示 出 错 。 
8. call pymfrecv (tid, msgtag , bufid) 
功能 :阻塞 的 消息 接收 ,阻塞 调用 任务 直至 从 指定 发 送 者 发 来 的 指定 销 息 标 识 的 消息 
BUA WIE ,并 将 接收 的 消息 存放 在 一 个 新 的 活跃 接收 组 冲 区 中 。 
参数 : 
tid 一 一 用 户 指定 的 要 接收 消息 的 发 送 考 tid, 一 1 为 通配符 ,匹配 任何 发 送 老 。 
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msgtag 一 指定 要 接收 消息 的 消息 标识 ,msgtag 应 大 于 0,msgtag 一 一 1 表示 匹配 任 
何 消息 标识 。 
bufid 一 一 返回 活跃 的 接收 缓冲 区 标识 号 , 负 值 表示 上 出错 。 


9. call pymf{mcast (ntask ,tids, msgtag, infoy 


PGE ERRER OP a SH ES ALES 


BR. 

ntask 一 一 接收 数据 的 任务 数 ， 

tids 一 一 一 个 具有 ntask 个 元 京 的 整 型 数组 , 它 的 每 一 个 元 素 存 放 一 个 接收 数据 的 
pym 进程 的 tid。 

msgtag 指定 要 接收 消息 的 消息 标识 , msgtag 应 大 于 0,msgtag 一 一 1 RRP 
PUA EMA Bar iR. 


info 一 一 返回 值 , 负 值 表示 出 错 。 

10. call pymfunpack 《wbat ,xpPstitemystrideyinfo) 

功能 :接收 消息 的 任务 对 接收 到 的 数据 进行 拆 包 。 

参数 , 同 call pvmfpack (what,xpititemystrideyinfo) 。 

11. call pymfjoingroup (group, inum ) 

功能 :将 调用 进程 增加 到 指定 的 进程 组 中 。 

参数 ， 

group 一 一 存放 进程 组 组 名 的 字符 串 。 

inum 一 一 返回 调用 进程 在 进程 组 中 的 实例 号 。 

12. call pymilvgroup (group info) 

功能 ; 调用 进程 脱离 指定 的 进程 组 。 

BS 

group 一 一 存放 进程 组 组 名 的 字符 串 。 

info 一 一 一 个 整数 ,存放 该 鲍 程 返回 的 状态 码 , 负 值 表 示 出 错 ， 

13. call pymfbarrier(group,count, info?) 

THRE Hee BAAR ea EES APS Ae. 

参数 . 

group 一 一 存放 组 名 的 字符 串 , 册 组 名 指定 的 进程 组 必须 存在 , 且 调 用 进程 是 该 组 的 
成 员 。 

count 一 一 个 整 玫 ,指定 参与 barrier 同步 的 进程 煞 。 

inio 一 一 返回 的 整数 状态 码 , 负 值 表 示 出 错 。 

14. call pymfbeast (group »msgtag, info) 


功能 ;将 活路 发 送 缓冲 区 中 的 数据 广播 给 由 group 指定 的 进程 组 中 的 所 有 进程 。 


BS: 
group—— FAAA AF eS , h EA E SE BE BR AE 
msgtag 一 一 用 户 提 供 的 消息 消息 标识 ,为 一 整数 ,必须 大 于 0, 用户 程 序 利用 它 来 区 
分 不 同 关 型 的 消息 。 
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. pvm 编程 举例 

pvm 应 用 程序 可 用 C 或 Fortran 语言 编写 ,通过 使 用 pvm 库 提供 的 消息 传递 机 制 来 
实现 并 行 计 算 ， 使 用 好 ?7 编译 pym 应 用 程序 ,一 般 需 连接 libfpvm3. a 和 lbpym3.a。 如 果 
一 个 Fortran 程序 用 到 了 动态 任务 组 或 进程 组 , 则 它 应 该 顺序 地 连接 lbfpvm3. a, 
libgpvm3.a 和 jibpvm3.a。 

在 pvm 系统 中 ,并 行 应 用 程序 的 结构 可 以 具有 千差万别 的 形式 ,但 多 数 并 行 应 用 程 
序 结构 很 规范 ,两 种 典型 移 结 构 是 :SPMD 模式 一 一 其 中 得 个 进程 大 臻 完成 彬 同 的 工作 ; 
MASTER/SLAVE 模式 一 一 多 个 执行 计算 功能 的 SLAVE 进程 为 一 个 (或 多 个 ,但 很 少 
这 么 用 )MASTER 进程 工作 。 

1. 纺 译 连接 

以 SGI 工 作 站 和 裤 群 环境 下 的 计算 为 例 , 当 海 文件 masterl. f,slavel. T, master2. f 与 
slave2. f,spmd1. f.spmd2. { 存放 在 /usr/people/pym/pvm3/wzh 中 ,日 按 标 准 方式 运行 时 ， 
H MAKEFILE 文件 形式 如 下 ， 

# Custom section 

H Set PVM _ ARCH to your architecture type (SUN4, HP9K, RS6K, SGI, etc) 


# if PVM _ ARCH = BSD386 then set ARCHLIB = —lIrpc 

# if PVM _ ARCH = SGI then set ARCHLIB = 一 lsun 

# if PYM _ ARCH = 1860 then set ARCHLIB = —irpe —lsocket 
# if PYM ARCH = IPSC2 then set ARCHLIB 一 —lrpc —lsocket 
# otherwise leave ARCHLIB blank 

# 

# PVM _ ARCH and ARCHLIB are set for you if you use ‘aimk’. 
并 

PVM _ ARCH = SGI 

ARCHLIB = —lsun 

+ END of custom section — leave this line here 

并 

CC 一 ce 

F77 = {77 

PVMDIR = /usr/people/pym/pym3 

PVMLIB = $ (PVMDIR) /lib/ $ (PVM _ ARCH) /libpvm3. a 
SDIR = $ (PVMDIR) /wzh 

BDIR = $ CPVMDIR) /bin 

XDIR = $ (BDIR)/ $ (PVM _ ARCH) 

CFLAGS = 一 名 —I $ (PVMDIR) /include 

LIBS = $ (PVMLIB) $ (ARCHLIB) 

FFLAGS = 一 g 

FLIBS = $ (PYMDIR) /lib/ $ (PVM _ ARCH) /libfpvm3. a $ (LIBS) 
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master]: $ (SDIR) /master1. f 
$ (F77) $ (CFLAGS) —o master! $ (SDIR)/masterl.f $ (FLIBS) 
mv master] $ (XDIR) 
slavel : $ (SDIR >/slavel. f 
$ (F77) $ (CFLAGS) —o slavel $ (SDIR)/slavel.f $ (FLIBS) 
my slavel $ (XDIR) 
master: $ (SDIR) /master?2. f 
$ (F77) $ (CFLAGS) —o master2 $ (SDIR)/master2.{ $ (FLIBS) 
my master $ (XDIR) 
slave2: $ (SDIR)/slave2. { 
$ (F77) $ (CFLAGS) —o slave2 $ (SDIR )/slave2. f $ (FLIBS) 
mv slave? $ (XDIR) 
spmd1l: $ (SDIR}/spmd1. f 
$ (F77) $ (CFLAGS) —o spmdi $ (SDIR)/spmd1.f $ {FLIBS) 
mv spmdi $ (XDIR) 
spmd2: $ (SDIR) /spmd?2. f 
$ (F77) $ (CFLAGS) —o spmd2 $ (SDIR)/spmd2.{ $ (FLIBS) 
mv spmd2 $ (XDIR) 
2. 用 Fortran 语言 编写 的 pvm 示范 程序 举例 (NASTER/SLAVE # A) 
Program master] 
include ’. . /include/fpym3. h’ 


integer i, info, nproc, msgtype 
integer mytid, tids(0;32) 
integer who 
double precision result(32), data(100) 
character * 12 nodename 
character * 8 arch 
C 一 一 一- Starting up all the tasks --~------- 
c Enrol! this program in PYM 
call pymfmytid( mytid ) 
č Initiate nproc instances of slavel program 
print * ,"How many slave programs (1—32)? 7 


read # , nproc 


£ If arch is set to * ' then ANY configured machine is acceptable 
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€ otherwise arch should be set to architecture type you wish to use. 
nodename = *slavel” 
arch = °#' 
call pymfspawn( nodename, PYMDEFAULT, arch, nproc, tids, info ) 
de 100 1=0, nprac—1 
print * ,’tid’,istids(@) 


100 continue 


e Begin user program -------- 
n= 10 
c Initiate data array 
do 20i=1,n 
dataGi) = 1 
20 continue 
e broadcast data to all node programs 


call pvmfinitsend( PVMDEFAULT. info ) 

call pymfpack( INTEGER4, nproc, 1, 1, info } 

call pymfpack( INTEGER4, tids, nproc, l, info ) 

call pvmfpack INTEGER4, n, 1, 1, info ) 

call pymfpack( REAL8, data, n, l, info ) 

msgtype = 1 

call pymfmeast{ nproc, tids, msgtype, info ) 

c wait for results from nodes 

msgtypa = 2 

do 30 i=] .nproc 
call pymfrecv( — 1, msgtype, info ) 
call pymfunpack( INTEGER4, who, 1, 1, info ) 
call pymfunpack( REAL8, result(who+1), 1. 1, info ) 
print * , "1 got’.result(who+1), * from’, who 


30 continue 
¢ --------- End user program -------- 
c program finished leave PVM before exiting 


call pvrnfexit (info) 
stop 


end 


program slavel 


include *.. /include/fpvm3. bh" 
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c Example fortran program illustrating use of PVM 3.0 


integer info, mytid, mtid, msgtype, me 
integer tids(0; 32) 
double precision result. data(100) 
double precision work 
c Enroll this program in PVM 
call pymfmytid( mytid ) 
Get the master’s task id 


c 

call pymfparent( mtid ) 

C ------- Begin user program -------- 

c Receive data from host 
msgtype = 1 
call pymfrecv( mtid, msgtype, info ) 
call pymfunpack ( INTEGER4, nproc, 1, 1, info ) 
call pymfunpack( INTEGER4, tids, nproc. 1, info ) 
call pymfunpack( INTEGER4, n. 1, 1. info) 
call pymfunpack( REALS, data, n, 1, info ) 

c Determine which slave I am (0 -~ nproc-1) 
do 51=0. nproc—1 

if€ tidsG) . eq. mytid ) me = i 

2 continue 

c Do ealeulations with data 
result = work( me, n, data, tids, nprac ) 

e Send result to host 
call pymfinitsend¢ PVMDEFAULT, info } 
call pymfpack ( INTEGER4, me, 1, 1, info ) 
call pymfpack{ REALS, result, 1, 1, info } 
msgtype 一 2 
call pymfsend( mtid, msgtype, info ) 

Dotes End user program -------- 

c Program finished. Leave PVM before exiting 
call pymfexit Cinfo) 
stop 
end 
double precision function work( me, n, data, tids, nproc ) 
include *.. /include/fpvm3. h* 
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double precision data * }, sum, psum 
integer 1, Ny me, inuti, nproc 


integer tids(0; * ) 


sum = 0.0 
do 10i=I1,n 
sum = sum + me * data(i) 
10 continue 
eee ee eee 
c Pass partial result to neighboring node 
e to illustrate node-to-node communication 


call pymfinitsend( PVMDEFAULT, info ) 
call pvmfpack( REAL8, sum, 1, 1, info) 
inum 一 me+ 1 

if€ inum .eg. nproc ) inum = 0 

call pymfsend( tids(inum), 77, info ) 

call pymfrecv( —1, 77, info ) 

call pymfunpack( REAL8, psum, 1, 1, info) 
work = sum + psum 

return 


end 


7.4 MPI 环境 下 的 分 布 式 并 行 编程 


MPI 是 消息 传递 界面 (Massage Passing Interface) 的 简称 。 为 了 统一 互 不 兼容 的 用 户 
界面 ,1992 年 成 立 了 MPI 委员 会 ,负责 制定 消息 传递 的 新 标准 ， 

—, IN,OUT.INOUT 约定 

MPI 用 IN.OUT .INOUT 来 描述 MPI 接口 中 参数 的 属性 ,可 解释 为 : 

。 盖 数 调 用 中 只 使 用 不 被 修改 的 参数 ,标记 为 IN; 

- 函数 调用 中 可 能 被 惨 改 的 参数 ,标记 为 OUT; 

+ 函数 调用 中 不 仅 使 用 面 且 可 能 被 修改 的 参数 ,标记 为 INOUT。 

=, 与 MPI 函数 有 关 的 几 个 重要 术语 


1， 非 阻塞 
如 果 一 个 函数 调用 在 返回 之 前 即 允许 用 户 使 用 调用 中 涉及 的 资源 (如 缓冲 区 ), 则 称 
2 AAR BB 
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2, LE 

函数 调用 的 返回 则 意味 着 本 次 油 用 涉及 的 资源 可 重新 使 用 。 

3. 本 地 性 

函数 的 执行 完成 无 须 与 其 他 进程 通信 ,独立 于 其 他 进程 的 执行 ， 

4， 非 本 地 性 

函数 的 执行 完成 与 其 他 进程 的 执行 相关 ,需要 进程 问 通信。 

5. 全 局 性 

函数 的 执行 需要 一 个 进程 组 中 的 所 有 进程 都 参与 。 

=, 基本 概念 

1. at K 

MPI 中 的 组 、 通 信和 器 等 概念 都 是 用 对 人 象 来 表示 的 ,其 内 部 数据 表示 对 用 户 不 可 见 , 但 
向 用 户 提 供 句 棉 Chandle) ,用 户 可 通过 在 MPI 通 数 的 参数 中 传递 句柄 实现 对 模糊 对 象 的 
访问 。 

2. 2 LEE 

MPI HARMS PRR TRY & a MPI_ ANY _ TAG;MPI 
还 提供 了 一 些 预 定义 的 对 象 常量 ,如 MPI_COMM _ WORLD, 

3. 7H Sek 

MPI 用 一 个 三 元 组 来 描述 一 个 消息 ,其 中 包括 消息 起 始 地 址 .数据 类 型 .消息 元 素 个 
数 。MPI 用 消息 数据 类 型 和 消息 元 素 个 数 来 表示 一 个 消息 的 长 度 , 而 不 是 直接 用 byte 来 
表示 。MPI 定义 了 一 些 基 本 的 数据 类 型 ,也 提 殿 了 构造 用 户 自 定 义 数据 类 型 的 接口 ,消息 
元 素 个 数 可 以 为 零 。 

4. 消息 信封 

为 了 识别 和 区 分 消息 ,MPI 用 消息 信封 来 标识 一 个 消息 。 消 息 信封 实际 上 就 是 几 个 
域 的 组 全 ,其 中 需要 用 户 填 写 的 包 揪 :信息 源 进程 标识 (或 目的 进程 标识 )、 消 息 tag 和 通 
信 器 。 

5. i 48 Ẹ (commuticator) e £8 (group) 

通信 器 表示 一 个 通信 域 ,用 以 保证 通信 安全 ,保证 不 同 通信 域 舍 递 的 消息 不 相互 干 
ti. MPI 预定 义 了 一 个 通信 器 (MPI_ COMM _ WORLD) ,该 通信 说 在 MPI 启动 时 产生 ， 
其 中 包含 了 并 行 作 业 中 的 所 有 进程 。 用 户 可 创建 自己 的 通信 器 ,以 表示 特定 的 通信 域 ， 

通信 器 通常 和 进程 组 相关 联 。 进 程 组 作为 通信 器 的 一 个 属性 ,描述 了 该 通信 域 中 有 哪 
些 进 程 。 后 面 将 详细 措 述 MPI 中 有 关 通 信 器 和 进程 组 的 接口 。 

6. 进程 标识 

MPI 中 用 进程 在 组 中 的 rank 来 标识 该 进程 。 合法 的 rank 值 为 {0,…,n 一 1}U{MPI _ 
ANY _ SOURCE} ,n 是 组 中 的 进程 数 ,MPI _ ANY _ SOURCE 只 能 在 接收 时 使 用 。 通 信 
带 参 数 即 隐 售 了 一 个 进程 组 。 l 

7. 消息 tag 

消息 信封 中 的 消息 tag 是 一 个 整数 ,应 用 程序 可 以 用 它 来 区 分 消息 。 合 法 的 tag 值 的 
范围 为 {0,… ,UB}U{MPI ANY _ TAG), UB 是 最 大 tag 值 ,MPI ANY TAG 只 能 在 
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接收 时 使 用 。UB 的 俏 是 实现 相关 的 ,用 户 可 通过 查询 MPI_TAG UB 属性 获取 UB 值 . 

四 、 点 点 通信 

硫 基 本 的 点 点 通信 操作 就 是 send 和 receive, MPI 所 供 了 多 种 语义 不 同 的 点 点 通信 和 操 
作 , 包 括 阻塞、 非 阳 塞 和 不 同 通 入 模式 下 的 通信 和 操作。 下 面 介绍 Fortran EFRO., 

1. PLR 85 7 8 Re fo de 

(1) MPI _SEND 一 一 基本 的 阻塞 消息 发 送 ( 非 本 地 操作 ) 

- 接口 描述 

MPI_SEND(BUF,COUNT, ,DATATYPE,DEST,-TAG,COMM.IERROR) 

POINTER BUF“ + ) 

INTEGER COUNT, DATATYPE, DEST, TAG ,COMM,IERROR 

" 参数 撕 述 

IN BUF 发 送 缓冲 区 的 起 始 地 址 

IN COUNT 发 送 缓冲 区 中 消息 元 素 的 个 数 ( 非 负 整数 》 

IN DATATYPE 发 送 缓冲 区 中 消息 元 素 的 数据 类 型 


IN DEST 目的 进程 Rank 
IN TAG 消息 标识 
IN COMM 通信 器 
OUT IERROR 返回 的 错误 码 

- 返回 错误 描述 
MPI _ SUCCESS 无 错 ,MPI 函数 执行 正确 
MPI _ ERR _ COMM 非法 通信 器 
MPI _ ERR COUNT 非法 消息 元 素 个 数 
MPI _ERR _ TYPE 非法 消息 元 素 类 型 
MPI_ERR_ TAG 非法 消息 标识 
MPI_ERR _RANK 非法 进程 Rank 

* 语义 描述 


MPI _ SEND 按 参 数 中 指定 的 消息 信封 将 消息 发 往 目 的 进程 ,返回 后 用 户 可 自由 存 
取 或 葡 盖 消息 发 送 缓 冲 区 ,这 时 有 两 种 可 能 ;消息 已 经 直接 拷贝 到 接收 方 缓冲 区 ;或 者 消 
息 被 放 入 一 个 临时 的 系统 缓冲 区 。 具 体 采 用 和 何 种 方式 由 系统 决定 。 

(2) MPI _ RECV 一 一 阻塞 的 消息 接收 操作 ( 非 本 地 操作 ) 

* 接口 描述 

MPI _ RECV (BUF, COUNT, DATATYPE, SOURCE, TAG, COMM, STATUS, 
JERROR) 

POINTER BUF? » ) 

INTEGER COUNT, DATATYPE, SOURCE, TAG, COMM, STATUS (MPI _ 
STATUS_ SIZE) ,IERROR 

* 参数 描述 

OUT BUF 接收 缓冲 区 的 起 始 地 址 
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IN COUNT 接收 狂 神 区 中 能 容纳 的 消息 元 素 的 最 大 个 数 
IN DATATYPE 接收 缓冲 区 中 消息 元 素 的 数据 类 型 


IN SOURCE 信息 源 的 进程 Rank 
IN TAG 消息 标识 
IN COMM 通信 器 
OUT STATUS 状态 对 象 
IN IERROR 返回 的 错误 码 
" 起 回 错 误 描述 
参照 MPI_ SEND 的 返回 错误 描述 
* 语义 描述 


MPI _ RECY 按 参 数 中 指定 的 消息 信封 接收 相应 的 消息 ,正常 返回 则 意味 着 消息 已 
拷贝 进 用 户 握 供 的 接收 缓冲 区 ;如 果 用 户 提供 的 接收 缓冲 区 长 度 小 于 接收 的 消息 ,MPI 
直接 返回 一 个 overflow 错 。Status GR AAP AH. Ee A Pk lA 

2. 非 青 塞 的 消息 发 送 和 接收 

MPI 提供 对 非 阻 塞 通 信 的 支持 ,使 用 户 获 得 性 能 上 的 好 处 。 一 个 完整 的 MPI 的 非 阻 
塞 通信 过 程 包括 两 个 分 离 的 阶段 ; 非 阻塞 地 提交 通信 请 求 , 然 后 在 某 个 时 机 再 去 阻塞 地 确 


认 它 的 完成 。 
(1) MPI_ISEND 一 -开始 提交 一 个 非 阻塞 发 送 
‘BOR 
MPI _ ISEND (BUF, COUNT, DATATYPE, DEST, TAG. COMM, REQUEST, 
IERROR) 


POINTER BUF¢ « ) 
INTEGER COUNT ,DATATYPE,DEST,TAG,COMM, REQUEST , TERROR 


* 输入 参数 描述 

参照 MPI_ SEND 的 参数 描述 。 
“ 输出 参数 描述 

OUT REQUEST 发 送 请 求 (handle) 
“返回 错误 描述 


MPI_ERR_ INTERN 可 能 的 内 存 申请 错误 

其 他 错误 参照 MPI _ SEND 的 返回 错误 描述 , 

- 语 闵 描述 

MPI _ ISEND 提交 一 个 标准 模式 的 发 送 ,向 用 户 返 回 一 个 发 送 请 求 的 handle,; 该 
handle 使 用 户 可 以 查询 该 发 送 请 求 的 状态 ,并 且 完 成 该 发 送 请 求 。 MPI_ISEND 的 返回 促 
意味 者 消息 已 经 在 发 送 中 ,此 时 用 户 不 可 以 重用 消息 的 发 送 缓冲 区 ,直到 显 式 地 用 MPI _ 
TEST 或 MPI_WAIT 阻塞 地 完成 消息 发 送 为 止 。 

(2) MPI_ IRECV 一 一 开始 一 个 非 阻塞 接收 

* 接口 描述 

MPI _IRECVIBUF ,COUNT,DATATYPE,SOURCE ,TAG ,COMM REQUEST, 
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TERROR) 
POINTER BUF( * 》 
INTEGER COUNT, DATATYPE ,SOURCE ,TAG,COMM,REQUEST , IERROR 
- 输入 参数 描述 
参照 MPI _ RECY 的 参数 描述 。 
" 输出 参数 描述 
OUT REQUEST 接收 请 求 (handle) 
“ 返回 错误 描述 
参照 MPI _ ISEND 的 错误 措 述 
- 语义 描述 
MFI _IRECYV 提交 一 个 接收 请 求 , 并 向 用 户 返 回 一 个 指向 该 请 求 的 handile, 该 handle 
使 用 户 可 以 查询 该 接收 请 求 的 状态 ,并 且 完 成 该 接收 请 求 。MPI _ IRECY 的 返回 仅 意味 
着 消息 己 经 在 接收 中 ,此 时 甫 户 不 可 以 使 用 消息 的 接收 缓冲 区 ,直到 显 式 地 用 MPI _ 
TEST 或 MPI_ WAIT 阻塞 地 完成 消息 接收 为 止 。 
(3) MPI_ WAIT- 一 等 待 MPI 消息 发 送 或 接收 操作 的 完成 
- 接口 描述 
MPI _ WAITREQUEST,STATUS,IERROR) 
INTEGER REQUEST,STATUS(MPI _ STATUS _ SIZE) ,IERROR 


" 输入 参数 描述 
INOUT REQUEST 提交 非 阻 塞 操作 返回 的 发 送 或 接收 请 求 的 handle 
- 输出 参数 描述 
OUT STATUS ”返回 该 请 求 的 状态 消息 
“返回 错误 描述 
MPI _ SUCCESS MPI 操 作成 功 地 完成 
MPI_FRR _REQUEST 非法 地 请 求 对 象 
: 语义 描述 


当 REQUEST 对 象 标识 的 非 阻 塞 操作 完成 后 ,MPI WAIT 返回 ,并 且 由 MPI _ 
WAIT RM REQUEST 对 象 ,并 将 其 置 为 MPI_ REQUEST _NULL. MPI _ WAIT 返回 
时 ,STATUS 对 象 包含 了 被 完成 操作 的 一 些 信 息 。MPI WAIT 具有 非 本 地 操作 的 语义 。 

(4) MP1_ TEST 一 一 检测 非 阻塞 操作 是 否 完 成 

:接口 描述 

MPI TEST(REQUEST,FLAG,STATUS,IERROR) 

LOGICAL FLAG 

INTEGER REQUEST.STATUS(MPI _ STATUS _ SIZE) ,IERROR 

“ 输入 参数 描述 
INOUT REQUEST 提交 非 阻塞 操作 返回 的 发 送 或 接收 请 求 的 handle 
+ 输出 参数 描述 
OUT FLAG 如果 非 阻塞 操作 完成 ,FLAG AA 
209 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


OUT STATUS 返回 该 请 求 的 状态 消息 


MPI _ SUCCESS MPI 操作 成 功 地 完成 
MPI _ ERR _ REQUEST 非法 地 请 求 对 象 
- 语文 描述 


当 REQUEST 对 象 标识 的 非 阻 塞 操 作 完 成 后 ,MPI _TEST 返回 FLAG=TRUE ,并 
且 由 MPI _ TEST ik REQUEST 对 象 ;否则 返回 FLAG 一 FALSE, 这 时 STATUS 无 有 
MH. MPI_TEST 具有 本 地 操作 的 语义 。 
(5) MPI_ WAITALL 一 一 等 待 MPI 消息 发 送 或 接收 操作 的 完成 
*“ 接口 描述 
MPI _ WAITALL (COUNT, ARRAY _ OF _ REQUESTS, ARRAY _ OF _ 
STATUSES, IERROR) 
INTEGER COUNT, ARRAY _ OF _REQUESTS( *«),ARRAY _ OF _ STATUSES 
(MP1_STATUS _ SIZE, * ),IERROR 
， 输入 参数 毛 述 
IN COUNT 数组 长 度 
INOUT ARRAY _OF _REQUESTS 非 阻 塞 请 求 数组 
OUT ARRAY _OF _STATUSES 返回 的 状态 对 象 数组 
"返回 错误 描述 
MPI _ SUCCESS MPI 操作 成 功 地 完成 
MPI_ERR_REQUEST ”非法 地 请 求 对 象 
+e FE 
RAE HE REQUEST 数组 关联 的 所 有 非 阻塞 通信 操作 完成 ,有 关 的 返回 信息 放 在 
STATUS 对 象 数组 中 ,并 释放 所 有 的 REQUEST 对 象 。 
(6) MPI_ TESTALL 一 一 检测 非 阳 塞 操作 是 否 完 成 
， 接口 描述 
MPI _ TESTALL(COUNT, ARRAY _ OF _ REQUESTS. FLAG, ARRAY _ OF _ 
STATUSES,IERROR) 
LOGICAL FLAG 
INTEGER COUNT, ARRAY _ OF _REQUESTS( + ), ARRAY _ OF _ STATUSES 
(MPI _ STATUS _ SIZE, * ) ,IERROR 


-WASTER 
IN COUNT 数组 长 度 
INOUT ARRAY _OF REQUESTS 非 阻塞 请 求 数组 
* 输出 参数 描述 
OUT FLAG 如 果 请 求 数组 中 的 所 有 非 阻塞 操作 均 完 


成 ; 则 返回 TRUE 
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OUT ARRAY _OF STATUSES 返回 的 状态 对 象 数组 


* 返回 错误 播 述 
MPI _ SUCCESS MPI 操作 成 功 地 完成 
MPI_ERR_ REQUEST 非法 地 请 求 对 象 

* 语义 描述 


MPI _ TESTALL 非 阻 塞 地 测试 请 求 数组 中 的 所 有 非 阻塞 操作 ,如 果 所 有 的 非 阻塞 
操作 均 完成 , 则 置 FLAG 为 TRUE, 并 释放 REQUEST 对 象 , 返 回 的 STATUS MARE 
STATUS 数组 中 ,分 别 对 应 一 个 已 完成 的 REQUEST; 否 则 , 置 FLAG 为 FALSE。 

五 、 不 同 通信 模式 下 消息 的 发 送 和 接收 

MPI 提供 了 上 种 点 点 通信 模式 供用 户 使 用 ,用 户 可 以 根据 系统 平台 和 并 行 应 用 的 特 
点 来 选择 适当 的 通信 模式 ,以 获 取 性 能 上 的 好 处 。 无 论 是 阻塞 还 是 非 阻 塞 方 式 MPI 都 提 
殿 了 四 种 通信 模式 .标准 (Standard) 模 式 , 绿 冲 (Butffered) 模 式 , 同 步 (Synchronous) 模 式 利 
就 结 {Ready) 横 式 。 

1. 标准 模式 

对 于 标准 模式 ,由 MPI 系 统 决定 是 否 缓 冲 将 要 发 送 的 消息 。 如 果 系统 缓冲 区 足够 用 ， 
MPI 可 能 缓冲 消息 ,调用 直接 返回 ,这 时 相应 的 接收 操作 可 能 还 演 有 有 发生。 如 果 系 统 认为 
缓冲 区 不 足 ,MPI 就 会 选择 不 缓冲 消息 ,阻塞 到 请 息 被 发 送 为 止 。 前 面 描述 的 就 是 标准 模 
式 的 接口 。 建 议 使 用 标准 模式 。 

2. PRA 

#8 oh Est BSR A a a X MP 将 需要 发 送 的 消息 缓冲 起 来 ,直接 返回 ， 
而 不 依赖 相应 的 接收 操作 是 否 发 生 ; 如 果 当 前 没有 足够 的 缓冲 区 , 则 返回 一 个 错误 信息 。 

3. FL PRA 

同步 模式 的 发 送 操作 不 依赖 于 相应 的 接收 操作 是 否 已 发 生 , 但 是 该 发 送 只 能 等 到 相 
应 的 接收 操作 已 缀 在 接收 消息 后 才能 返回 。 因 此 同步 发 送 的 返回 不 仅 意 味 着 发 送 缓冲 区 
可 重用 ,也 指示 消息 相应 的 接收 操作 已 在 进行 。 

4. Loh EX, 

只 有 当 相 应 的 接收 已 经 提交 后 ,用 户 才能 启动 就 绪 模 式 的 消息 发 送 ,否则 该 操作 的 结 
果 不 可 预测 。 就 绪 模 式 在 实现 时 直接 向 接收 方 发 消息 而 没有 握手 过 程 。 

六 、 全 局 通信 

MP] 的 全 局 通信 操作 中 对 消息 的 描述 和 点 点 通信 和 一样 ,MPI 的 全 局 操作 都 具有 限 塞 
的 语义 ,没有 非 阻 塞 的 语义 。 下面 描述 主要 的 全 局 通信 接口 。 

1. MPI_ BARRIER 

* 接口 描述 

MPI _ BARRIER (COMM, IERROR) 

INTEGER COMM, JERROR 

KB Bike 

MPI _ SUCCESS MPI HARDE; 

MPI_ERR_COMM 非法 通信 器 参数 ,本能 使 用 了 一 :个 不 存在 的 通信 器 handle; 
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， 语义 描述 
用 以 在 通信 器 参数 隐 合 的 组 内 进行 障碍 同步 , 当 组 内 所 有 的 进程 都 开始 调用 MPI _ 
BARRIER 时 ,MPI BARRIER 返回 。 
2. MPI_ BCAST 
， 接口 描述 
MPI_ BCAST(BUFFER ,COUNT.DATATYPE ,ROOT ,COMM , IERROR) 
POINTER BUFFER ( x ) 
INTEGER COUNT DATATYPE,ROOT,COMM, IERROR 


“ 输入 参数 描述 
INOUT BUFFER 消息 缓冲 区 首 地 址 
IN COUNT 消息 元 素 的 个 数 
IN DATATYPE ”消息 数据 上 类 型 
IN ROOT 广播 操作 的 根 进程 在 组 内 的 标识 
IN COMM 用 以 标识 组 的 通信 器 
" 返回 错误 措 述 
MPI _ ERR _ ROOT 错误 的 根 进 程 标识 。ROOT 必须 是 组 内 合法 的 标识 
-HHE 


MPI _BCAST 将 很 进程 在 接口 参数 中 指定 的 消息 向 组 内 所 有 的 成 员 广 播 。 参 与 广播 
的 进程 都 调用 MPI _ BCAST, 根 进程 接口 参数 中 的 绥 冲 区 是 消息 发 送 缓 冲 区 ,其 他 进程 
的 接口 参数 中 描述 的 则 是 接收 缓冲 区 ,发 送 方 和 接收 方 可 司 用 不 同 的 数据 类 型 ,但 发 送 的 
数据 量 和 接收 的 数据 量 必须 相同 。 

3. MPI _GATHER 

' 接口 描述 

MPI _ GATHER (SENDBUF, SENDCOUNT, SENDTYPE, RECVBUF, RECV- 
COUNT RECVTYPE,ROOT,COMM ,IERROR) 

POINTER SENDBUF( « ),RECVBUF( # ) 

INTEGER = SENDCOUNT,SENDTYPE, RECVCOUNT, RECVTYPE, ROOT, 
COMM IERROR 


， 输入 参数 措 述 
IN SENDBUF 发 送 缓 溃 区 首 地 址 
IN SENDCOUNT 发 送 消 息 的 元 素 个 数 
IN SENDTYPE 发 送 消 息 的 数据 类 型 
OUT RECVBUF 接收 缓 神 区 首 地 址 
IN RECVCOUNT 接收 消息 的 元 素 个 数 ( 在 根 进 程 中 才 有 效 ) 
IN RECVTYPE 接收 消息 的 数据 类 型 (在 根 进 程 中 才 有 效 ) 
IN ROOT 根 进 程 (接收 进程 ?在 给 内 的 标识 
IN COMM 用 以 标识 组 的 通信 器 
。 输出 参数 描述 
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OUT RECVBUF RAE Eii EREE RAR) 

-iB PHIR tAE (A) 

* 语义 描述 

组 内 所 有 的 进程 (包括 根 进程 ) 将 其 接口 参数 中 搁 述 的 消息 发 往 根 进 程 , 根 进程 接收 
消息 ,并 按 组 内 RANK 的 顺序 将 接收 到 的 每 个 消息 放 入 接收 绥 冲 区 。 根 进程 的 RECYV- 
COUNT 指 的 是 从 每 个 其 他 进程 接收 的 消息 的 数量 ,而 不 是 它 接收 的 所 有 消息 的 数量 。 

4. MPI_SCATTER( 执 行 与 MPI _GATHER 相反 的 操作 ) 

- 接口 描述 

MPI _ SCATTER (SENDBUF, SENDCOUNT, SENDTYPE, RECVBUF, RECV- 
COUNT ,RECV TYPE ,ROOT ,COMM , IERROR) 

POINTER SENDBUF( * ) ,RECVBUFC* ) 

INTEGER SENDCOUNT, SENDTYPE, RECYCOUNT, RECVTYPE, ROOT, 
COMM, IERROR 


" 输入 参数 描述 
IN SENDBUF 发 送 绥 冲 区 首 地 下 5 在 根 进程 中 才 有 效 ) 
IN SENDCOUNT 发 送 给 其 他 每 个 进程 的 消息 的 元 素 个 数 
CRETE TA AR 
IN SENDTYPE 发 送 缓冲 区 中 消息 的 数据 类 型 
《在 根 进程 中 才 有 效 ) 
OUT RECVBUF 接收 缓冲 区 首 地 址 
IN RECVCOUNT 要 接收 的 消息 的 元 素 个 数 
IN RECVTYPE 要 接收 的 消息 的 数据 类 型 
IN ROOT 根 进 程 ( 接 收 进程 ) 在 组 内 的 标识 
IN COMM 用 以 标识 组 的 通信 上 髓 
， 输出 参数 描述 
OUT RECVBUF 接收 绥 促 区 首 地 址 
“oR Fda iRise CHAD 
" 语义 撕 述 


MPI _ SCATTER 与 MPI_GATHER 的 语义 相反 。 在 MPI _ SCATTER 操作 中 , 根 
进程 将 消息 发 送 缓 冲 区 中 的 消息 切 成 n 块 (假设 组 内 有 nn 个 进程 ), 其 中 第 i 块 发 给 组 内 
第 i 个 进程 (进程 标识 为 ) ,这 里 包括 发 给 根 进 程 自己 的 部 分 ， 

七 、 通 信 器 和 组 的 有 关 操 作 

MPI 提供 了 通信 器 和 进程 组 的 概念 。MPI 程序 在 调用 MEFI INIT 初始 化 后 , 即 存 在 
一 个 预定 义 的 通信 器 (MPI _COMM _WORLD) 和 与 该 道 信和 器 关联 的 进程 组 ,该 进程 组 包 
合 参 与 该 并 行 应 用 的 所 有 进程 。 

1， 对 组 的 操作 

(1) MPI _ GROUP _ SIZE 

* OR 
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MPI | GROUP _ SIZECGROUP SIZE, IERROR) 
INTEGER GROUP ,SIZE ,IERROR 


" 输入 输出 参数 据 述 

IN GROUP 组 的 句柄 
OUT SIZE 组 内 的 进程 数 
-EHE 


该 接口 运 回 组 内 的 进程 数 , 如 果 组 为 MPI GROUP _ EMPTY , 则 返回 SIZE 一 0。 
(2) MPI _ GROUP RANK 
- oH 
MPI_ GROUP _ RANK(GROUP, RANK, IERROR) 
INTEGER GROUP, RANK, IERROR 


“输入 输出 参数 接 述 

IN GROUP 组 的 句柄 

OUT RANK 该 进程 在 组 内 的 标识 (RANK) 
- HM TRE 


该 接口 返回 调用 进程 在 组 内 的 标识 (RANK)， 
(3) MPI_GROUP _ FREE 

“ 接 喇 描述 
MPI_GROUP _ FREE(GROUP,IERROR) 
INTEGER GROUP, IERROR 

* 输入 输出 参数 描述 
IN GROUP 被 释放 的 组 的 句柄 

- 语文 措 述 

FRA GROUP, AA MPI GROUP _NULL ,任何 与 其 相关 的 通信 操作 都 将 完成 
2. 对 通信 和 回 的 操作 

(1) MPI_COMM _ SIZE 

- Boe 
MPI_COMM _ SIZE(COMM,SIZE, IERROR) 
INTEGER COMM, SIZE ,IERROR 


“输入 输出 参数 描述 

IN COMM 通信 器 

OUT SIZE 返 酉 通信 器 所 关联 的 组 的 大 小 
* 返回 错 谋 描 述 


MPI _ SUCCESS MPI 调用 成 功 完成 ; 
MPI_ ERR _ COMM 通信 器 非法 ; 
“。 语义 描述 
返 何 通信 器 所 包含 的 进程 个 数 。 
(2) MPI _ COMM _ RANK. 
214 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


“ 接口 描述 
MPI_COMM _ RANK(COMM,RANK,IERROR) 
INTEGER COMM ,RANK ,IERROR 
“ 输入 输出 参数 描述 
IN COMM 通信 器 
OUT RANK 本 进程 在 通信 和 器 所 关联 的 组 中 的 标识 (RANK) 
+ 返回 错误 描述 ( 咯 ) 
- 语义 描述 
该 接 日 返回 本 调用 进程 的 RANK (0,1,-…,SIZE 一 1, 其 中 SIZE 为 MPI_COMM _ 
SIZE 的 返回 值 ) , AiR RANK 相对 于 通信 器 所 关联 的 组 。 
(3) MPI _ COMM _ FREE 
“接口 描述 
MPI_COMM _ FREE(COMM, IERROR) 
INTEGER COMM ,IERROR 
| “ 输入 输出 参数 描述 
IN COMM 通信 器 
“语义 描述 
释放 组 一 个 通信 GROUP,COMM # #4 MPI_CMM .NULL, 同 时 与 该 通信 器 所 
关联 的 所 有 通信 操作 均 和 将 被 完成 。 
八 、 环 境 管理 
MPI 允许 用 户 获 取 和 和 设置 某 些 执行 环境 的 参数 ,并 且 参 与 错误 处 理 。MPI 在 初始 化 
时 将 一 系列 属性 关联 到 预定 义 的 通信 和 器 MPI_ COMM WORLD, 用 户 可 通过 下 列 函 数 
获取 这 些 属性 。 
1. MPI_GET _ PROCESSOR _NAME 
* 接口 描述 
MPI_GET _ PROCESSOR _ NAME(NAME,RESULTLEN ,IERROR) 
CHARACTER NAME 


INTEGER RESULTLEN, IERROR 
> 输入 输出 参数 描述 

OUT NAME 处 理 机 各 

OUT RESULTLEN ” 字符 串 NAME 的 长 度 
"语义 描述 

该 接口 返回 调用 进程 所 处 的 处 理 机 名 。 

2. MPI_ WTIME 

*。 接口 描述 

DOUBLE PRECISION MPI WTIME( ) 

* 输入 输出 参数 描述 (无 ) 

-HIE 
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以 浮 点 数 返 回 以 秒 为 单位 的 塘 上 时 间 。 

3. MPI _INIT 

. 接口 描述 

MPI _ INIT(IERROR) 

INTEGER IERROR 

" 语义 描述 

该 接口 必须 在 所 有 MPI 其 他 调用 之 前 调用 ,用 于 完成 MPI 的 初始 化 工作 ， 
4. MPI_ FINALIZE 

“接口 描述 

MPI _ FINALIZECIERROR) 

INTEGER IERROR 

-i JEE 

该 接口 在 称 序 的 最 后 调用 ,用 于 中 止 MPI 的 运行 ,释放 MPI 资源 。 该 调用 之 后 的 所 


有 MPI 调用 将 无 效 。 


ZL. Fortran 接口 实例 
PROGRAM FORTRAN _ PARALLEL 
PARAMETER(NX=81 * 322 * 4, NUMP =4) 
INCLUDE *MPIF. H’ 
REAL ACNX, (NUMP— 1) * 40) 
REAL BINX,40) 
REAL * 8 TO 
INTEGER IR(120) 
INTEGER IS(120) 
INTEGER STATUS(MPI_ STATUS _SIZE,129) 
INTEGER STATUSACMPI STATUS _ SIZE) 
CALL MPI_INITCIERR) 
CALL MPI_COMM_RANK(MPI_COMM _ WORLD,MYTID,IERR)> 
CALL MPI _ COMM _ SIZE(MP] _COMM _ WORLD,NUMP, IEER} 


IF (MYTID. NE. 0) THEN 
DO J=1,40 
DO I=1,NX 
BI, D=J * 1.0 
ENDDO 
ENDDO 
ENDIF 


C* * * *+ *# ¥ # HR eR HK HRN EK EK HK ERK KAR RH RHR EK KE 


CALL MPI _ BARRIER (MPI _ COMM _ WORLD, IERR) 
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WRITE( «,*) MYTID= ,MYTID 


MPI_D=MPI REAL 
TO0=MPI_WTIMEO 

T1=TO 

WRITEC* , +) TG,T1,REAL(TO> 


IF (MYTID. NE. © THEN 
DO TI=1,40 
K= (MY TID— 1) * 40--IE 
CALL MPI _SEND(B(1,1D,NX,MPI_D,0,K,;MPI_COMM_ WORLD, 
TERR) 
ENDDO 
ENDIF 


IF (MYTID. EQ. 0) THEN 
TO=MPI_ WTIME O 
DO I=1,NUMP—1 
DO J=1,40 
K=(]—1) * 40+] 
CALL MPI TRECV(A(1,K),NX,MPI_D,I,K,MPI]_COMM WORLD,IS 
(K),IERR) 
ENDDO 
ENDDO 
CALL MPI_ WAITALL((NUMP — 1) * 40,1S,STATUS,IERR) 
WRITE(CL, « ) STATUS 
WRITEC* , *) MPI_WTIMEQ—TO 
ENDIF 
CALL MPI _BARRIER(MPI__ COMM _ WORLD, IERR) 
CALL MPI _ FINALIZEGERR}) 
STOP 
END 
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第 八 章 ”CFD 并 行 计算 


采用 有 限 差分 .有 限 体积 .有 限 元 等 方法 对 Navier-Stokes 方程 进行 离散 后 ,有 的 可 以 
直接 并 行 , 但 大 部 分 将 转化 为 所 谓 强 数据 相关 问题 的 求解 ,如 大 型 稀 朴 线性 代数 方程 的 求 
解 等 ,如 果 采 用 显 格式 进行 计算 ,可 以 直接 进行 任务 划分 , 局 部 通信 多、 全 局 通信 少 , 并 行 
效率 高 .但 显 格 式 是 条 件 稳 定 的 ,计算 时 间 步 长 受 限 于 C.F.LL. 条件, 得 到 -个 政 伍 解 所 
PEARFA E ,模拟 时 间 长 :总体 计算 效率 不 高 .可 以 采用 当地 时 间 步 长 法 或 加 糖 阻尼 
的 办 法 加 快 收 你 。 隐 和 褚 式 具有 较 好 的 稳定 性 ,但 求解 复杂 ,涉及 稀 玻 带 状 或 块 带 状 线性 方 
程 组 的 求解 ,计算 分 为 分 裂 法 .迭代 法 和 直接 法 三 大 类 。 分 裂 法 的 基本 思想 是 将 稀 琉 五 对 
佣 块 和 稀 疏 七 对 角 块 线性 方程 组 的 求解 转化 为 2~3 个 三 对 角 块 线性 方程 组 的 求解 ,如 交 
替 方向 隐 格 式 ADI 和 近 式 因子 隐 客 式 AF 等 ;或 转化 为 除法 运算 ,如 LU OS ERE 
包括 Jacobi JEL Gauss-Seidel 选 代 、 亚 松 强 选 代 ,. 超 松弛 迁 代 以 及 点 松弛 、 线 松弛 和 面 松 
弛 方法 等 .直接 法 就 是 用 消去 和 画 代 的 方法 理论 上 无 误差 地 直接 求解 所 导出 的 方程 组 ,不 
仅 适 会 定 常 流 计算 ,市 且 适 合 非 定常 流 计算 ,多 重 网 格 法 可 以 有 效 提高 计算 效率 ,婚庆 应 
显 格式 又 适应 隐 格 式 ,高 阶 面 元 法 是 一 种 较 特 萄 的 方法 ,涉及 剩 密 线性 方程 组 的 求解 , 既 
可 以 用 迁 代 法 求解 ,又 可 以 用 吉 扩 法 求解 。 

本 章 将 分 六 节 分 别 介绍 显 格式 . 密 重 网 格 法 .分 裂 法 .高 阶 面 元 法 . 选 代 法 以 及 黎 玖 带 
状 或 块 带 状 线性 代数 方程 组 的 直接 求解 (简称 直接 法 ) 的 分 布 式 并 行 计算 方法 .多重 网 格 
法 部 分 以 隐 格 式 计算 为 例 。 高 阶 面 元 法 部 分 重点 介绍 与 之 相关 的 稠密 线性 方程 组 的 并 行 
直接 求解 。 


8.1 显 格式 


任何 形式 的 显 格式 ,包括 在 空气 动力 学 计算 中 广泛 采用 的 MacCormack 显 格式 , 显 式 
TVD HA. ER NND 格式 以 及 龙 格 一 库 塔 方法 ,都 可 以 写成 如 下 形式 : 
Ot = LO (8.1) 


其 中 工 为 差分 算 子 ，。 

当 流 场 中 有 边界 层 或 激 波 涯 要 分 辨 时 ,在 这 些 地 方 的 计算 网 格 要 局 部 加 密 , 受 稳定 性 
条 件 的 限制 时 间 步 长 只 能 取得 很 小 ,要 计算 几 千 甚至 上 万 步 方 能 收 敏 到 稳 态 。 显 格式 的 并 
行 计算 一 般 采 用 这 域 分 裂 (三 维 问 题 可 叫 空间 分 裂 ) 的 方法 来 保证 各 处 理 机 之 间 的 静 夸 负 
载 平衡 ,区 域 与 区 域 之 间 的 信息 交换 只 发 生 在 相 邻 区 域 之 间 , 几 乎 不 存在 远程 通信 ,编程 
简单 ,可 扩展 性 好 ,对 于 处 理 机 数目 较 多 的 MPP 系统 ,并 行 效率 也 会 比较 高 。 显 格式 的 并 
行 计算 是 隐 格 式 并 行 计算 的 基础 ,因为 任何 形式 的 隐 格 式 都 有 系数 惩 阵 , 右 端 项 RHS 等 
需要 计算 , 某 些 情况 下 还 有 人 工 粘性 系数 ,物理 粘性 系数 需要 计算 ,而 这 些 都 是 有 了 ”= 时 
刻 的 值 就 可 计算 出 来 的 ,不 需要 nn 十 1 时刻 的 值 ,因而 除 方程 组 求解 以 外 的 部 分 并 行 效率 
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都 不 会 太 低 ， 

莫 则 艺 采 用 有 限 体 积 高 散 、 显 式 龙 格 -一 库 塔 迁 代 ,两 层 老 重 网 格 算法 在 8 台 通 过 以 太 
网 连接 的 SGI 工作 站 机 群 环境 下 对 RAE 翼 身 组 合体 跨 音 速 绕 沈 进行 了 基于 PVM 的 并 
行 计算 ,加 速 比 达 6.0。 每 台 SGI 工作 站 的 主 频 为 100MHz, 主 存 32MB, 数据 传输 速率 
10Mbps, 


8.2 多 重 网 格 法 


8.2.1 引言 


当 流 场 中 存在 波 与 波 的 强 于 抗 ,强烈 的 双 曲 一 椭 贺 型 混合 区 ,生计 算 网 格 密集 时 ,会 
产生 极 大 的 数值 刚性 ”大 大 影响 收敛 速度 ,导致 难以 承受 的 计算 耗 时 ,数值 实践 使 人 们 
认识 到 ,大 部 分 用 来 求解 离散 化 偏 微分 方程 的 数值 迄 代 方法 都 能 有 效 地 消除 高 频 误 差分 
量 ,而 在 消除 低频 误差 分 量 方面 却 差 强人 意 。 计 算 中 正 是 这 些 顽 固 的 低频 误差 严重 影响 了 
收 伍 速 度 。 多 重 网 格 方法 提供 了 一 种 消除 低频 浊 差 的 机 制 , 当 代表 细 网 格 上 误差 频谱 的 信 
息 被 传 到 粗 网 格 时 , 细 网 格 的 低频 误差 分 量 被 当 作 高 频 误差 求解 , 即 在 粗 网 格 上 产生 一 个 
对 细 网 格 低 频 误差 分 量 的 “ 粗 网 格 修正 ”; 当 上 述 修 正 被 插值 到 细 网 格 时 , 因 波 速 一 定 , 波 
长 变 短 ,从而 产生 容易 被 细 网 格 消除 的 高 频 误差 ,这 一 从 细 到 粗 , 瑚 从 粗 到 细 的 循环 被 称 
为 多 重 网 格 循环 。 理 论 上 这 样 的 循环 可 以 消除 所 有 的 误差 分 量 , 极 大 地 加 快 收敛 

考虑 到 多 重 网 格 方法 所 需 计 算 机 资源 的 额外 开销 ,研究 其 多 机 并 行 计 算 十 分 必要 。 如 
果 简 单 地 将 不 同 的 网 格 层 计算 分 配给 不 同 的 机 器 ,无 法 做 到 负载 平衡 ,并 行 效 率 很 低 , 实 
用 性 不 大 ,我 们 研究 了 多 重 网 格 法 与 拼接 网 格 法 的 匹配 ,实现 了 PVM 平台 下 多 机 多 进程 
多 重 网 格 计算 .底部 流 计算 所 获得 的 高 效率 和 可 靠 的 结果 显示 了 其 价值 。 


8.2.2 多 重 网 格 原 理 


研究 多 重 网 格 潜 的 最 初 动 力 源 于 迁 代 求解 离散 的 椭圆 型 方程 时 ,存在 各 Fourier 误差 
分 量 的 不 同 癌 减 速度 和 衰减 程度 。 简 言 之 ,多 重 阿 格 法 的 逻辑 是 :中 误 产 可 划分 为 高 频 捍 
动 分 量 和 低频 光 清 分 量 ;@@ 设 计 其 些 特 殊 的 选 代 方法 去 消除 那些 摆动 分 量 ;图 用 多 重 网 格 
来 消除 那些 顽 轩 的 站 清 分 量 。 因 此, 细 网 格 松弛 选 代 和 粗 网 格 修正 荐 多 重 网 格 法 的 两 大 基 
础 .下面 结合 简单 的 椭圆 型 间 题 ,从 数学 上 闭 述 其 原理 。 
考虑 一 维 椭 咯 方程 . 设 产 为 步 长 , 十 1 为 网 格 数 ,求解 第 一 类 边 值 问题 ,端点 处 = 
0 和 有 二 入 的 值 已 知 ,方程 离散 后 可 写 为 ， 
— wi 2u, — uj = f= FF; 《8- 2) 


《8. 2 的 和 矩阵 形式 为 : | 
Au = F 《8. 3) 
4 为 大 型 称 蔓 和 矩阵 .将 ADRA A= D-L-U, MAET HEIE SY, 
w= D(L + Ui + DF, 
ust! = Mut + oD PF 
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M=[1—»)J+eD7(L4+U)) (8. 4) 
lari BY se ORE CS. 4) I OR ECU ay FEB A Meh 1 
证 ,矩阵 M AN AREN: 


an FE p win N me 
A=] ŽST gp E = L2, N 1 (8,59) 
与 之 对 庶 的 六 一 1 个 独立 的 特征 矢量 为 : 
y = (sinkc,7,sinkx,r,+,sinktyy7)" 二 一 12 一 1 (8. 6) 


其 中 xy tay tv ARR A E EER RS ,天 越 大 ,频率 越 高 .这 
N 一 1 个 特征 矢量 构成 六 一 1 维 线性 空间 ,在 此 线性 空间 内 的 任何 初始 误差 均 可 表示 为 ， 
E® = ayy + es 内 十 十 Ci- (8.7) 

在 适 代 过 程 中 ， 

EMD 一 ME® = M(MEY D} = ,.. 

= a Atty + a, dg y, toe + ae (8. 8) 
显然 ,特征 矢量 代表 误差 分 量 , 而 对 应 的 特征 值 代表 误差 分 量 的 放大 系数 。 由 (8. 5K 
大 系数 依 束 于 误差 频率 志和 松弛 因子 w( 见 图 8.1), 只 有 当 0< 夺 w 志 1 时 ,才能 保证 
(ACM) | 之 1, 雅 可 比 松弛 选 代 收敛 ,放大 系数 越 大 , 收 伊 越 慢 , 反 之 , 收 合 越 快 。 

由 图 8.1 可知, 对 于 低频 分 量 ,无 论 如 何 选取 轮 弛 因子, 放大 系数 都 不 可 能 很 小 .而 对 
FASE, RELER o, 可 得 到 较 小 的 放大 系数 .因此 , 选 代 法 能 将 高 频 分 量 迅速 训 
减 掉 , 而 对 那些 低频 分 量 几 平 无 能 为 力 。 但 是 ,对 低频 和 高 频 的 区 分 是 相对 的 ,这 与 网 格 斥 
度 有 关 。 在 细 网 格 上 视 为 低频 的 分 其 ,如 放 到 粗 网 格 上 上 订 能 被 视 为 高 频 分 量 。 图 8. 2 给 出 了 
不 同 网 格 尺 度 上 误差 频率 的 区 别 。 正 是 这 种 区 别 启 发 人 们 采用 几 重 网 格 来 消除 误差 分 量 ， 
MRK SE. 


FF 一 一 一 二 一 一 Gd 1 
1 一 一 上 -一 下 一 一 一 一 em : 
Gr 


图 8. 1 ”误差 分 盘 的 放大 系数 8.2 不同 网 格 尺度 上 误 善 频率 的 善 别 

多 重 网 格 计算 用 于 求解 流体 力学 问题 ,其 基本 思想 仍然 是 一 致 的 :将 在 不 同 网 格 尺 度 

上 的 计算 结合 起 来 ,利用 一 种 网 格 尺 度 上 的 结果 去 消除 另 一 种 网 格 尺度 上 的 误差 分 景 ,每 
一 层 粗 网 格 由 上 一 层 网 格 间距 加 大 一 倍 得 到 , 细 网 格 上 的 变量 值 按 下 式 传 给 粗 网 格 ， 


SQ 
- Se (8.9) 


2h 


式 中 下 标 表 示 网 格 间 距 , ARTER, S 表示 网 格 单 元 而 积 , 求 和 在 粗 网 格 所 包含 的 
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细 网 格 上 进行 。(8. 9) 式 保证 了 质量 .动量 和 能 量 守恒 .定义 了 粗 网 格 和 变量 值 , 粗 阅 格 求 
RULE A 
D 求解 细 网 格 ,更 新 其 变量 值 ; 
@ 根据 (8. 9) 式 求 粗 网 格 的 变量 值 ; 
@ SAR LA RAR A SBS ER 
Ry = SIR (8. 10) 


© 根据 Ra 得 到 粗 网 格 上 变量 的 修正 ,并 更 新 粗 网 格 上 的 值 。 
于 一 层 粗 网 格 的 求解 ,其 网 格 和 变量 定义 同 前 , 残 差 由 下 式 给 出 ; 
Ru = P| Ra + YR, — Ra) (8.11) 
EPER u 和 + 分别 表示 用 更 新 值 和 转换 值 计算 的 残 差 。 更 下 一 层 粗 网 格 的 计算 依 此 奖 
推 .最 后 ,用 线性 搬 值 将 每 一 尾 粗 网 格 上 的 守恒 变量 增 量 传 给 上 一 层 网 格 . 这 样 ,在 狗 重 网 
格 法 计算 时 ,每 一 循环 步 最 上 层 网 格 上 的 值得 到 两 次 修正 , 且 每 次 当 粗 网 格 上 的 增 量 被 
插 信 到 细 网 格 时 ,产生 的 高 频 误差 容易 被 消除 ,加 快 了 政 敛 。 


8.2.3 多 重 网 格 法 与 拼接 网 格 法 匹配 的 必要 性 及 匹配 策略 


数值 模拟 底部 流 场 时 ,底部 区 域 收 伍 缓 慢 是 较 大 的 难题 . 老 重 网 格 法 能 有 效 地 加 快 收 
伍 , 但 它 需 要 存储 各 网 格 层 上 的 网 格 和 物理 量 ,所 禹 计算 机 资源 的 额外 开销 大 ,三 维 计算 
时 尤其 如 此 ,因此 ,对 于 规模 较 大 的 阿 题 , 单 台 微 机 吾 不 能 满足 要 求 ,多 重 网 格 法 的 多 机 并 
行 处 理 已 十 分 必要 。 如 果 简 单 地 将 不 同 的 网 格 层 计 算 分 配给 不 同 的 机 器 ,有 如 下 缺点 :中 
因 不 同 网 格 层 和 的 网 格 数 相差 大 于 或 等 于 1 的 整数 倍 ,无 法 做 到 负载 平衡 ,并 行 效率 将 严重 
下 降 ; 久 随处 理 机 数 增加 ,只 能 增加 网 格 层 数 , 而 网 格 屋 数 不 可 能 无 限制 地 增加 下 去 , 因 
此 ,元 法 有 效 地 利用 较 太 规 模 的 并 行 环境 ; 鲜 处 理 复 杂 贿 部 流动 困难 很 大, 而 一 旦 不 能 处 
理 复 杂 外 形 和 水 场 , 多 重 网 格 法 在 计算 流 性 力学 中 的 实用 性 将 大 打折 扣 ,。 本 书 研究 的 老 重 
网 格 法 与 拼接 网 格 法 的 匹配 策略 ,基本 克服 了 上 述 缺 点 ,实现 了 PYM 平台 下 多 机 多 进程 
的 多 重 了 网 格 计算 ,在 该 方法 中 ,区 域 间 的 边界 信息 交换 只 在 各 区 的 最 上 一 层 网 格 之 间 进 
行 ,而 各 区 的 多 重 了 网 格 计算 完全 独立 这样 ,从 用 户 的 角 庆 来 看 ,多 重 网 格 与 拼接 网 格 匹配 
计算 和 拼接 网 格 计算 几乎 是 一 致 的 ,这 种 一 至 性 使 得 多 重 网 格 与 拼接 网 格 相 还 配 策 略 继 
半 了 拼接 网 格 并 行 算法 的 所 有 优点 (如 实现 方便 ,移植 性 好 ,扩充 性 好 等 ) ,并 保留 了 多 重 
网 格 算法 的 加 速 机 制 。 

证 面 以 二 继 为 便 , 讲 述 超声 速 钝 头 位 及 底部 流 计算 时 两 层 多 重 网 格 法 与 故 接 阿 格 法 

相 匹配 的 策略 。 

计算 强身 区 1 和 底部 区 2 两 个 区 (所 图 8, 3) ,i 区 一 层 网 格 数 为 AJA LEARRA 
IB x JB;2 区 一 层 网 格 数 为 IC X JC, 二 层 网 格 数 为 ID x JD, 计 算 步 又 为 ， 

中 实施 1 区 的 多 重 网 格 计算 ,并 将 一 层 网 格 上 1 二 44 一 1) 面 上 的 数值 通 量 插值 给 
2 区 一 层 网 格 的 13 = 2 面 ,以 保证 通 量 守恒 ， 

O 底部 表面 按 固 壁 处 理 , 收 正 2 区 一 层 网 格 中 13= 二 2 到 IC 一 1,J3 二 1 到 JC 一 1 上 
AVE: 
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@ EED 和 (8.10) AH 
2K — RM 4 = 2 BID 
—1J4=1/D—-1 EE nma 
量 和 残 差 ,14 二 1 上 的 守恒 变量 
和 残 差 由 1 区 一 层 网 格 单元 六 一 
TA—3fN=I1A—2 LAH nm 
供 ; 

全 实施 2 区 的 多 重 网 格 计 
算 , 并 将 2 区 一 层 网 格 单 元 13 = 
2 上 的 守恒 变量 插值 给 1 区 一 层 
网 格 的 了 1 = TA 一 1 单元 ,并 转 
全 .边界 处 的 由 新 值 和 旧 值 之 差 
获得 ,三 维 处 理 方法 类 似 。 

根据 上 述 多 重 网 格 法 与 拼接 
网 格 法 匹配 策略 ,计算 了 绕 起 声 
连 钝 头 体 的 轴 对 称 流 场 和 底部 流 场 , 两 区 的 初始 网 格 为 I4 x JA = 82 x 40M ID x JD 
= 80 X 86,M.. = 3. 5, Reo = 2.5 X 10°, 结果 见 表 8.1( 网 层 网 格 计算 一 步 所 需 CPU 时 
间 大 的 是 一 层 网 客 计 算 的 1. 2 售 )。 

8.1 二 维 计 算 中 条 重 网 格 法 与 拼接 网 格 匹配 的 并 行 效率 (3 处 理 器 ) 


效率 | 多 重 网 格 效率 | 多 重 网 格 效 率 | HORE | 才 重 网 格 与 拼接 网 格 匹 配 
GASO | 〈 墙 上 时 间 ) | ( 塘 上 时 间 ) | 并行 效率 ( 塘 上 时 间 ) 


由 表 8, 1 可 见 ,PVM 平台 下 多 重 网 格 法 与 拼接 网 格 法 还 配 算法 的 加 建 效 果 非 常 明显 。 
8.2.4 三 维 底 部 流 场 的 多 重 网 格 计 算 


将 上 述 多 重 网 格 法 与 拼接 网 格 法 相 结合 的 方法 推广 到 三 维 , 实 现 了 PVM 平台 下 钝 
头 体 三 维 带 属 支 杆 起 声速 底 部 流 场 的 多 重 网 格 计算 , 弹 体 总 网 格 数 为 88X42X41, 底 部 总 
网 格 数 为 120X 100X41, 来 流 条 件 为 MM. 一 3.0.c= 100。 底 部 由 三 块 网 格 拼接 在 一 起 ,以 
达到 负载 平衡 .结果 见 表 8, 2。 
表 8. 2 三维 计 算 中 多 重 网 格 法 与 拼接 网 格 匹配 的 并 行 效率 (4 处 理 器) 


SEM BMH | 多 重 网 格 效率 | 并 行 效率 | SRM RSE BEA 
“计算 步 数 ) | CET | ( 墙 上 时 间 》 | “并行 效 率 ( 墙 上 时 间 ) 


"= Q=IB-3 218-2 2=1B-1 P= 


w J)e[A-7 [eTA-$ [1=1A-3 IIA] 


N=32=3 


N=1,22=1 


图 8.3 多 重 网 格 法 与 拼接 网 络 匹 配 示 党 图 


EL:7.76 


弹 体 区 44012260 174.17 


底部 区 95032380 1:2-03 
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8.2.5 结论 


多 重 网 格 法 与 拼接 网 格 法 的 匹配 ,使 算法 继承 了 多 重 网 格 法 的 加 速 收 但 机 制 和 拼接 
网 格 便 于 处 理 复杂 流 场 .易于 并 行 处 理 的 共同 优点 ,加 如 效果 可 观 。 对 拼接 网 格 并 行 算法 
的 可 移 檀 性 和 可 扩 性 的 继承 ,使 其 在 MPP 等 环境 下 的 大 规模 并 行 计算 成 为 可 能 ,这 对 大 
规模 数值 模拟 底部 流 场 ;考察 各 种 因素 对 底部 气动 特性 的 影响 程度 ,以 便 对 实验 结果 进行 
可 靠 的 修正 ,有 实用 价值 。 


8.3 分 裂 法 


8.3.1 RRA RBA CAD) iL MA FCAP BBA 
ADIA AF 隐 格 式 都 可 以 表述 成 姑 下 形式 ， 


了 = RHS (8.12) 
EF LoL l 是 块 三 对 角形 式 的 局 部 一 维 算 子 ,因而 计算 可 以 分 三 步 进行 
Q" = EP RHS 
Qat = LQ" (8.13) 
QH = Lt" 


WHO H b TRTF LARERE MAM Am TE Le eT Re 
间 划 分 成 多 个 平行 于 X MAKATI ERO MOT NAY 
特 计 算 空间 分 成 多 个 平行 于 了 HA Z 轴 的 长 方形 块 ( 体 ) 进行 并 行 计算 , 块 与 块 或 体 与 体 
之 间 的 信息 交换 是 局 部 的 ,远程 通信 很 少 ,因而 算法 扩展 性 好 ,并 行 效率 高 。 

日 本 国家 航天 实验 室 计 算 科 学 室 的 TT. Iwamiya 等 人 在 数值 风 洞 (NWT? 上 运行 了 用 
AF 方法 求解 三 维 流 动 的 Navier-Stokes 计算 程序 NS3D。NWT 由 ?2 个 控制 处 理 机 (无 向 量 
部 件 ) 和 140 个 类 似 VP 一 400 的 向 量 处 理 机 组 成 .每 个 向 量 机 的 时 钟 周 期 9. 5 纳 秒 ( 或 称 毫 
徽 秒 ) ,其 峰值 性 能 为 1. 7GFLOPS ,系统 用 Cross-bar 互连网 络 连 接 而 成 ,数据 传输 速率 为 
421Mbps。 采 用 YP 一 2600 超 级 计算 机 作为 前 端 机 ,内 存 为 8GB, 读 数据 的 速率 为 
1250Mbps, 写 数据 的 速率 为 842Mbps。 整个 系统 的 主 存 为 35GB, 峰 值 运 行 速 度 为 
236FLOPS, 

最 快 的 速度 可 以 通过 扩大 问题 的 规模 而 得 到 , 当 网 格 数 为 514X420X 280 时 ,总 网 格 
点 数 约 为 6 千 万 , 测 得 该 系统 的 性 能 为 116GFLOPS, 比 NS3D 在 VP 一 400 上 所 获得 的 最 快 
速率 快 190 倍 。 当 网 格 为 4X128X128 时 ,问题 在 单个 处 理 单元 上 运行 不 会 超 内 存 , 过 去 在 
单个 处 理 革 元 上 需要 做 20 小 时 的 问题 ,在 由 64 个 处 理 单 元 组 成 的 并 行 机 上 2322 分钟 芭 可 做 
完 , 有 具体 结果 如 下 : 
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8.3.2 BA LU 分 解 算法 


对 计算 空间 守恒 型 Navier-Stokes 方程 的 元 粘 部 分 采用 带 加 权 因 子 8 的 显 , 隐 混合 格 
A HERS RA RRA AR, BS 
[I + PMSA + 6B + dC) Ur), 
一 一 ME — E) + aE — FL) 十 页 (全 一 到) (8. 14) 
其 中 : 
人 = Cat = Uja (8. 15) 
A AREE OS pS 工 为 控制 隐 式 程度 的 参数 ,有 一 0 为 古典 显 格 式 ,8 二 1 为 古 
典 隐 和 格式 ,8 = 1/2 为 Crank-Nicholson 糙 式 ,此 时 格式 的 空间 精度 为 二 阶 ,其 余 情 况 格 式 
只 有 一 阶 空间 精度 .等 号 右 侧 的 3 和 于 分 别 为 以 网 格 中 心 和 网 格 围 线 为 由 心 的 中 心 差分 算 
于 .为 了 消除 可 能 出 现 的 奇偶 振 葛 和 激 波 振 萝 ,需要 加 入 二 阶 与 四 阶 混合 人 工 粘性 荆 。 E 
接 求解 (8. 15) 需 要 进行 七 对 角 块 矩阵 的 求 道 ,非常 耗 时 ,进行 LU 分 裂 得 ， 
[I + Bards A, + Oy B, + OFC, LT + pielt A, + Of Ba + dt Ca) 1d, 


=— AlE E — ED + eE O F + AG IL ED HT ia (8. 16) 
其 中 ， 
a= taD a, _ (4 sal? 
p, = Sete Bg, = Bon (8. 17) 
C= (C tD c, = Cart) 


rarere 分 别 为 矩阵 AB CARER, a" AO AMAA WORST 7 eee 
PE aR A,B,C, 的 特征 值 非 负 ,4;.B:.Cs 的 特征 值 非 正 。 
向 下 扫描 ; 
CI + BACA, + Bi + CD eUa 
一 一 AME — E) + aF F +6(6-G)4+T it, (8. 18) 
F pael AOU ija aa BU + Ce 
向 上 扫描 : 
[I — Bae(A, + By + C2007 + Bat AOU A + BAU tnt CD tia) 
(8.19) 
=8U t ja — BA AOU a + BOOP ia C007 41) 
经 相似 变换 可 将 和 4 十 B 十 C 对 角 比 , 即 存在 相似 变换 矩阵 了 使 得 
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P(A B+ OQ)OP=A (8. 20) 
其 中 AANA SARE RA 
Ay = An = Ag =Ut+V+W 


Ay =eU+V4+W—eVvbi ++ § (8. 21) 
Ag =U FV +W—-coV E+ BSE 

U Ê £ | le 

Vil= |h By i g (8. 22) 
wW Go G $e) we 

i= é, th tý 

L=, +3 + &, (8. 23) 
h = s t h +H Ee 


c EHAE, SK PA ae 
C, 
= Cra tra tre) 
Hh C, X Courant 数 , 利 用 (8. 18), (8. 19) 和 (8. 20) R ASA RRR Pe Gn = 1, 


(8. 24) 


Biasd): 
往 下 扫描 ， 
(PEU 2 en 
=(— “P(E —E)+8(F ~F)+40G—-G)4+ Ti, (8. 25) 
— BASU ja + BOO iaa + C808 ja) In H Eoy r PA, 
# LAH: 
(PEO? sade 
_ 7 = N 
SIP- Uia — BOCA Ut + BOO jar + CAU jai) aA + e y — EBay, 
(8.26) 
A 
UPA = PCP SUR a) + hie (8. 27) 


这 样 七 对 角 块 矩阵 的 求 道 变 成 了 一 个 标量 除法 ,非常 接近 显 和 格式 的 求解 ,所 不 同 的 是 
右 端 项 中 有 扫 捕 过 的 刚 计 算出 的 变化 量 马 上 党 要 使 用 , 当 个 别 的 变化 车 不 在 本 区 时 需要 
用 到 相 邻 区 n 时 刻 的 变化 量 的 值 而 不 是 相 邻 区 刚 算出 来 的 值 ,因而 残 差 有 些 细微 的 差别 ， 
对 收敛 速度 的 影响 需要 引起 重视 。 

我 们 曾 用 LU 方法 对 Navier-Stokes 方程 进行 计算 , 求 稳 态 解 ,数值 实验 是 在 由 2 台 
486 微机 组 成 的 分 布 式 并 行 模拟 环境 下 进行 ,计算 发 现 并 行 计算 的 残 差 与 串 行 计 算 的 残 
差 略 有 差别 ,单机 单行 计算 654 步 收 证 ,总 时 间 为 T=21 058.8 秒 ,两 机 二 进程 并 行 计算 
650 步 就 达到 了 收敛 ,运行 时 间 为 T=11 050.0 秒 ,加 速 比 为 1. 94。 之 后 ;我 们 在 国产 
MPP 机 上 用 LU 方法 并 行 求 解 了 多 类 复杂 流 场 的 流动 问题 ,去 能 得 到 收 敏 解 , 且 加 速 比 
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很 高 。 


8.4 高 阶 面 元 法 


高 阶 面 元 法 的 出 发 方程 为 
A 一 Mie. t Py F Pae = (8. 28) 
a 
s=sign(] — Mi) A =VsC1 — M2) (8. 29) 
将 坐标 系 作 适 当 的 缩放 ， 
T= 
y= By 《8. 30) 
z= Pz 
则 方程 (8. 22) Af WAR: 
sp + G35 + Ga = 0 (8. 31) 


X Mo 一 0 或 Ms 一 ~/2 时 ,(8.31) 与 (8.28) 相同 .当时 。 一 1 时 ,流动 为 亚 声 速 流动 ， 
此 时 s = 1,(8. 31) 为 拉 莹 拉 斯 方程 ; 当 Ma- > 1 时 ,流动 为 超声 速 流 动 ,此 时 ,s 一 一 1， 
(8. 31) 为 双 划 型 方程 。 应 用 格林 定理 ,可 以 将 (8. 31) 转 化 成 沿 物 面 的 积分 方程 : 


aP =- x [Ram [去]as (8. 32) 


其 中 : s; 源 密度 
2: ER FRE 
n: 物 面 的 单位 外 法 向 矢量 
RR: 户 点 至 在 曲面 S$ EHS AES 
天 :常数 , 超 音 速 时 取 2*, 亚 音速 时 取 4 
将 复杂 飞行 器 表面 分 成 若干 个 网 络 ,每 个 网 络 由 时， NTR RRA, BRCM 一 1) 
:(N 一 1) 个 面 元 ,将 网 格 中心 及 各 过 中 点 互 连 构成 8 个 三 角形 子 面 元 ,然后 布置 线性 源 
和 卫 次 偶 极 子 , 考 虑 边界 条 件 和 偶 极 子 匹 配 条 件 ,(8. 32) 式 的 计算 可 以 转化 为 一 个 高 阶 和 
密 线 性 方程 组 的 求解 , 即 下 式 LAIC] 的 求 道 问题 
carce] = [8] (8. 33) 
当 攻 角 及 边界 条 件 变 化 时 , (6) 发 变 但 LAIC] ARE, RY i E A E 
项 ,求解 多 组 状态 。 当 和 矩阵 [AIC] 的 阶 数 达 到 上 于 时 ,在 单机 上 求解 ,一 基 容 易 想 内 存 , 二 
是 求 道 的 时 间 太 长 ,满足 不 了 工程 实践 的 需要 ,因此 必须 寻求 该 问题 的 并 行 算 法 。 基 于 列 
交换 的 Gauss-Jordan 并 行 求 逆 算 法 能 满足 此 需要 ,该 方法 采用 块 循环 的 数值 分 配方 式 , 有 
效 地 减少 了 远程 通信 ,负载 平 窒 性 较 好 ,对 超 立 方 性 结构 并 行 机 龙 其 适合 。 
在 高 阶 秽 密 和 矩阵 的 并 行 求 逆 过 程 中 ,由 于 数据 相关 性 强 , 如 何 分 机 数据 将 影响 负载 平 
衡 性 及 通信 开销 ,对 算法 的 性 能 及 可 扩展 性 有 较 大 的 影响 。 算 法 是 面向 体系 结构 的 ,因此 
数据 分 配方 案 与 具体 应 用 的 体系 绪 构 密切 相关 ,这 哇 给 侧 的 算法 是 面向 直立 方 体 结构 的 
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并 行 宙 系 统 , 采 用 的 是 块 循环 数据 分 配方 式 , 即 将 nxn 矩阵 分 解 成 大 小 为 wr more 的 块 ， 
行列 方向 固定 距离 的 元 素 被 分 配给 同一 个 处 理 机 ,行列 方向 的 步 距 分 别 为 r; 和 +;, 其 中 ， 
ry XX re = p FART n Xr EAA monr 5 rar 的 关系 分 别 为 : 
nr, 一 Ar nr, = nfrz C8. 34) 
将 短 阵 A HITEH 1yr Hr X G1) +1, SA mod(k — lso 十 rs X GG 
1) +L AGT BCs SRL p ED pe BITCH mas, PH 1,2, er j= 1,2, yrs, 
二 42, p) fe 6, = brn = 27, 一 3 时 ,数据 分 配方 式 如 下 ; 
Pi ps Ps Pio Ps ps 
Py bs Ps Pa Ps Ps 
Pi po Ps fh P ps 
Py ps Po Pt Ps Pe 
Pi pe Ps f pe ps 
Ps ps Ps Pa ps ps 
设 rp A rp, 分 别 是 所 有 不 小 于 产 和 产 且 是 2 的 宕 的 最 小 值 ,ai = log. Ga) .d, = 
logs(r7 pe) ; 则 处 理 机 Palme = 112,…, 户 )( 处 理 机 网 格 中 与 处 理 机 Pn 处 于 同一 行 或 同 - 一 
列 的 处 理 机 分 别 记录 在 rowp 和 colp 中) 的 算法 描述 如 下 : 
for k =1 ton do 
if pa LAB K 行 元 素 then 
这 些 元 素 宰 成 局 部 主 元 行 prai 一 1,20, mrs 将 Pr 广播 给 p E rowp. 
else 接收 消息 到 pr) ,i = 1 ;2 ynr 
end if 
取 pr 中 绝对 值 最 大 的 元 素 为 pe, 相 应 列 导 为 col, 且 记录 ps 上 有 关 第 col 
PERAR peti) ,i = Lye nr: 
if Poe KOA K IARA and col Æ K then 
交换 这 两 列 元 素 
end if 可 能 有 交换 ) 
在 colp 中 的 mr, 个 处 理 机 上 比较 pe. 最 终 , 每 个 处 理 机 得 到 全 局 主 元 pe 和 相应 
的 pe. 用 pe. pr. pe 修改 本 地 数据 mmal, jji = 2ean, j 二 12, sare 
end for 
设 一 个 整 型 数 的 消息 长 度 为 INT ,一 个 浮 点 数 的 消息 长 度 为 LOAT ,该 算法 的 第 
KFS KHL: 
OO 在 处 理 机 网 祝 的 列 中 广播 具有 及 的 第 上 行 元 素 的 主 元 消息 pr). G = 1.2.0, 
nrz) ;然后 每 个 处 理 机 自选 决定 局 部 主 元 pel .该 主 元 所 在 的 列 pel), G= 1, 2 ar) 以 
及 相应 的 列 号 为 col ,这 里 + 个 处 理 机 具有 主 元 行 消息 ,分 别 向 7 一 1 个 处 理 机 广播 该 消 
息 , 消 息 长 度 为 ar; x FLOAT, 这 ri 个 处 理 机 是 并 行 广播 的 。 
(2) 在 处 理 机 两 格 的 同一 行 中 m 个 处 理 机 比较 各 自 的 pel, 得 到 最 大 值 即 全 局 主 元 
pe: 相应 的 主 元 列 pel), G = 12,% yrr1) 以 及 列 导 col ,每 个 处 理 机 Pae 依次 与 py 相互 比 
较 , 其 中 7 一 1 与 me 一 1 的. 进 制 中 某 一 位 互 为 相反 ,这 样 的 7 至 密 有 个, 即 每 个 处 理 
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机 至 多 要 与 d; 个 处 理 机 进行 点 对 点 通信 ,消息 长 度 为 1 x INT 十 (1 二 mr x FIOAT, 

(3) 用 pe, pr 和 pe 修改 本 地 数据 mmali, jai = 1.2.0 mrs j = 1,250 nrz KBD 
A SSH ih PEALE Hi BR, RBH Olr wnr, 

所 用 算法 是 针对 超 立 方 结构 的 并 行 机 提出 来 的 ,这 是 因为 它 的 通信 均 是 在 处 理 宙 : 
和 了 他 进行 ,其 中 i 和 j 的 二 进 制 数 的 某 一 位 是 互 反 的 ,在 超 立方 体 结 攀 的 计算 机 上 ,具有 
这 种 性 质 的 处 理 机 存在 直接 的 物理 连接 ,通信 所 需 的 时 间 少 , 文中,r; 有 一 个 隐 含 限制 ， 
即 它们 是 之 的 大 , 则 立 也 是 2 的 基本 文通 过 引进 ~ 证 p, 可 消除 此 限制 ,同时 在 步 (1) 中 
利用 广播 方式 ,而 不 是 采用 的 点 对 点 通信 ,减少 了 等 待 时 间 。 

高 阶 稠 密 矩 阵 求 道 的 数值 实验 在 由 4 台 SG] 工作 站 组 成 的 多 机 系统 上 完成 ,每 台 革 
作 站 的 性 能 参数 网 络 传输 褒 与 显 格式 求解 时 一 样 。 其 计算 结果 如 下 : 


38.7% 


57. 0% 


RH a= 500 时 ,9， 和 五 不 理想 RAAF RK RSH 
重 相 比 所 占 比 嫩 较 大 。 当 ”= 1000 时 4 处 理 机 加 速 比 达 2.56; 仍 然 不 高 ,这 是 因为 这 种 算 
法 是 针对 具有 超 立 方 体 互连网 络 的 并 行 机 提出 的 。 


8.5 ERE 


WF SD AR Bs REY FE OE ah. ERE OR AL PEE Ee HE Ke PE 
HERATA. RE RE Ft PL A EY HE A AR 
等 开销 ,而 且 并 行 难度 大 。 而 选 代 求解 法 在 这 方面 却 有 优势 , 它 将 问题 转化 为 构造 一 个 无 
穷 鞍 代 序 列 来 逐步 通 近 方 程 纽 的 解 . 跟 直接 法 比较 , 迁 代 法 具有 方法 简单 .所 需 空间 小 、 吻 
并 行 等 优点 ,因而 在 大 规模 计算 中 时 现 出 优势 。 

现 有 的 针对 一 般 形 状 线性 方程 组 的 近代 法 很 多 ,如 古典 的 Jacobi HE 1h, Gauss-Seidel 
迭代 .SOR HEAR, SSOR 选 代 等 ,它们 稍 加 变形 就 可 以 适用 于 稀 朴 带 状 线性 方程 组 ,但 这 些 
ERR SURR . ERK PEA Krylov 子 空间 迭代 法 , 它 基 有 计算 量 和 存储 量 少 、 易 
于 并 行 等 优点 。Krylov 选 代 法 一 般 要 结合 预 条 件 子 ,找到 好 的 预 条 件 子 是 关键 问题 ,但 对 
有 些 问题 离散 出 来 的 线性 系统 ,难于 找到 好 的 预 条 件 于 ,或 者 计算 好 的 预 条件 子 的 时 间 很 
长 。 总 的 说 来 ,对 选 代 法 ,国内 外 已 经 有 了 较 多 的 研究 。 我 们 这 里 主要 介绍 古典 和 夺 代 法 。 


8.5.1 ERAKAR 


一 、 选 代 法 的 一 般 形 式 
用 选 代 法 解 阶 线性 方程 组 Ar = b 的 一 般 形式 是 
r= Fy (A, bs 2 aP, a) k=l, Zew (8. 35) 
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对 任意 给 定 的 初始 向 量 zx ” ,要 求 lmz” = 工 * 选 择 不 同 的 Fe, 即 可 以 得 到 各 种 不 同 的 
RAR IRF, ARF OP cP ee, cP PY p ERA RE AN 


NLR) 4 p= 1 时 : 称 为 一 春 远 代 公式 


二 = FKA, b, re ¥) È = l2 


(8. 36) 


当 F, FERKBARY PAE W ENE RSH GARE co? 的 线性 函数 


at = tt 十 Zs b= 1 ,2 


CÈ. 37) 


AP H, = HAD fin Xn TE ee n TARAA R. EER ED Fo Him Higi 


二 g。 于 是 


a = Heth + g k= yy 


(8. 38) 


可 以 证 明 , 和 迭 代 法 的 本 质 是 将 系数 矩阵 分 解 为 两 个 矩阵 的 和 ,不 同 的 分 解 方式 和 原则 
构成 不 同 的 迁居 方法 ,这 最 直接 法 形成 鲜明 对 沥 ,后 者 是 将 系数 矩阵 分 解 为 矩阵 的 鲜 积 。 


=. ERE RE 
Ax = b BYR er 代 人 一 阶 选 代 格 式 
7 s Hat + py 
得 到 
Zp = Hyer gs 
FH (8. 39} ~ (8. 40) FF Se” = x” — ay, 得 


eh 一 ee 


是 
2h 一 HH yy Eye 


(8. 39) 


(8. 40) 


(8. 41) 


(8. 41) OULD RoE A eÀ 满足 (8. 39) 式 的 齐 次 式 ,这 是 线性 移 代 的 基本 特征 。 于 


(8. 42) 


F Mi 一 Hifi-1…H1, 对 任意 初 值 z”, 误 差 lime” = 0 的 充分 必要 条 件 是 jimM, = 
0。 在 定常 迭代 (包括 鱼 环 选 代 ) 的 情况 下 ,对 任意 初始 向 量 z 中 ,大 代 收 敦 的 充分 必要 条 件 
是 矩阵 A 的 谱 半 径 CA) <1, 


三 . 选 代 法 的 收敛 速度 
对 于 收 伍 的 定常 远 代 ,有 下 列 形式 
cP 一 和 一 页 (zt — rr) (8. 43) 
根据 矩阵, 向量 模 的 性 质 知 , 存 在 常数 c,0 把 < <1, 使 得 
2? ~ 27 |] Sele? zr» (8. 44) 


通常 c “= PE) ,实践 中 为 了 估计 常数 c, 可 利用 恒等式 


itd — yE = HI 2h = 十 人 Dy (8. 45) 
取 比 较 大 的 m, 选用 
& = Il att) — ah I| af i TA gab It = CR. 46) 
k= mm + lees +i 
mti-i 
c= DS afl (8. 47) 


多 数 情况 下 ,这 样 估计 < 是 比较 准确 的 。 如 果 
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Ch (一 11 


| ze — oe | o> t zrls Cm |x 一 zr | 
Sb yet alm at are (8.48) 
Z $= | ct) — gr | on 
近似 成 立 , 则 可 以 用 下 列 估计 式 
|r 一 ae fo < i £ : | tt? 一 r” | (8.49) 
对 于 给 定 的 误差 限 。 为 了 保证 zz 一 zr 上 Dw ce, 可 以 取 
(rët — pe a -一 < (8. 50) 


当 上 < 接近 1 AT WM ee BE lc OTP 一 r |. 很 小 ,也 不 能 保证 | ct? 一 
tr lo 之 5, 为 了 使 |2"? 一 ar |} 之 8, 必须 使 用 (8.50) 式 来 控制 选 代 过 程 。 
迁 代 法 的 运算 量 与 初 值 zx 相关 ,为 了 使 |r” — ar lo elle? — zr lo. AA 
ct? 一 zp || o eel ce? — zr I| a (8. 51) 
有 
ee ee eee (8. 52) 


Fie ct oe p, EI A = Ind/lnc, 
8.5.2 几 种 简单 的 过 代 法 及 其 并 行 


—, Jacobi 迭代 
对 线性 方程 组 Ar = b, HAREE 4 分 解 为 下 列 形式 
A=D+4L+U (3. 53) 
其 中 为 对 角 线 矩阵 ,上 和 UU Salt Se CRASH TH ARAL Aes ADT 
荆 十 U 代 车 矩阵 4，(8. 53) 式 可 以 改写 成 


Dr=—(L+Ux+6 (8. 54) 
当 和 矩阵 4 BART ORES HY, PP BWA 
Mon fipa $A jm 1, 2yeemsk = 1,2, (8.55) 
写成 矩阵 形式 为 
z® = DL +UI + Db k= 152.0 《8. 56) 
ARGE- 56) 称 为 Jacobi ERAR, EAEE EE 
H; =- DL +U) (8. 57) 
当 矩 阵 ASR AM MRE RESTRN, BUH TAR, BORE D 非 
奇异 。 
4 pH < 1 时 , 选 代 收 敏 。 一 个 实用 的 判定 Jacobi 迭代 收敛 的 充分 条 件 是 矩阵 4 的 
对 角 元 素 占 优 。 


由 公式 (8. 56) 可 以 看 出 Jacobi ERMA FHA KM ERA RAE 
高 的 并 行 度 。 对 稀 朴 线性 方程 组 ,更 有 交换 的 数据 量 小 的 特点 ,我 们 下 面 以 稀 蔓 带 状 五 对 
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Wi agaia 


和 角 线 性 方程 组 的 并 行 Jacobi EAE A MAA 。 
对 方程 组 Ax = b, A HOPE: 


| d, EL Fy 
e d ge h 
€3 d; Ea 
i pm pa—1 
| 
fmt 
Jine Eim x pm—1 dimy jn 
L Fgm Cima pre 
迭代 公式 为 
we = bo Fi u = Eo Be h ey 
F d, quem ac ote 


i= jm + ljm ta, X jml; k= 1.8.06 


Ae 


Fram, fi att 


ims jm—1 


diajn = 


(8. 58) 


Xt a? 1 tS jon im X jm jmi Sim X pm TERT HARHARA. 

设 使 用 paN, AATF RAR LYCRA, BEAN iH 
TPH OO) ARL E AY TERA LY on X jmj/p 个 x 和 zz 了 ,还 过 存储 邻 机 上 
的 各 jm 个 (对 首尾 两 台 妊 理 机 ) 或 各 2 X jm 个 xz 和 x2《 对 中 向 的 处 理 机 )。 求解 过 程 


可 以 篇 略 地 描述 如 下 
Step1: 


SEBEL RT ERER LE OP = RR PE ”: 


Step2: 
各 处 理 机 并 行 地 利用 (8. 58) 式 由 zx*” 求 本 机 上 的 r”; 
Step3: 


VAT RRS FERS BARS RK, WR BM, SMEAR 


abaya, k He 1,48 Step2。 
BU Jacobi ERA BATT APSE. 
Z., Gauss-Seidel Eft 
Gauss-Seidel 适 代 的 计算 公式 是 
eo -| Das s2 5 az) — b.) 


pers 
E= l,;2, een; R= 12a 
写成 矩阵 形式 大 
了 由 =— Dia” + Ug yD 
于 是 
z® =— (D+ LU? + (D+ Lyh 
因此 ,Gauss-Seidel 2 (48 24 3H PES} it 
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(8. 59) 


(8. 60) 


(8. 61) 


231 


A= DHL HU (8. 62) 
jE RIER 
H= (D+ DOCU (8. 63) 
8= (D+ (8. 64) 
Gauss-Seidel ERAP AAEE oh ERAT: — 1 PATE x’. 
a ,代替 zf sce oer cotta, ALATA HA A OE EL MU 
We Sx aH BE 
两 个 判定 Gauss-Seidel 22 (C0 82H 30a Fae EE A ARA EARE A EE, 
对 Gauss-Seidel 选 代 ,直接 按 (8, 59) 式 并 行 计算 需要 大 量 的 通信 与 同步 操作 ,开销 极 
Tes 
我 们 可 以 通过 采用 对 节点 进行 红 . 黑 排序 的 方法 来 实现 Gauss-Seidel 选 代 的 并 行 计 
算 。 如 Poisson 方程 


Fu ou 


zy + pi TT F€z.y) (8. 65) 
的 五 点 差分 近似 
titiy F tiy Di Hi gtl Whit Bey, eas 
h + hi 一 一 上 (8. 66) 
对 上 述 差分 方程 进行 数值 离散 后 ,可 得 稀疏 带 状 五 对 角 线 性 方程 组 .这 里 我 们 考虑 单 
个 节点 的 选 代 修 正 。 
对 十 单位 正方 形 网 格 (hy = hy =1), ERER 
tig T E Gui 十 that, + Hil + Hi +l + Fog} (8. 67) 
使 用 Gauss-Seidel EAR ZA ,得 
= Te ty ale ey Ey) (8. 68) 
来 用 红 一 黑 排 序 策略 OE RE RE. SEA RG AIH 
红 点 ; 当 i + jf HAR PAOD) 记 为 黑 点 ,这 样 红 点 的 邻接 点 促 为 黑 点 。Gauss-Seidel 
先 代 的 并 行 计算 步 台 为 
Stepl: 
各 处 理 机 以 某 种 方式 得 到 初 值 zx 光一 0; 
Step2: 
各 处 理 机 并 行 地 对 i 十 7 为 偶数 的 红 点 计算 
uf T z Hl 十 ues T aft T hy T fra (8, 69) 
Step3: 
各 处 理 宙 交 换 边 界 数 据 后 ,并 行 地 对 i 十 7 为 奇数 的 黑 点 计算 
uD 二 (十 + th ttt? E Sn) (8. 70) 


注意 右 端的 四 个 u 值 为 红 点 上 的 值 , 已 经 由 (8. 69) 式 算出 ,因此 这 一 步 可 以 并 行 计算 
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Ara eS AVE EAL 
Step4; 
ey PRE EA ORR MEF; 3 HB, Ak HE 14E Step2。 
可 以 证 明 使 用 (8. 59)、(8.79) 式 组 成 的 迁 代 过 程 , 其 收敛 速度 跟 使 用 (8. 68) 式 的 相 


=, RBH SOR VAI 
SOR 入 代 是 一 种 进一步 提高 收敛 速度 的 方法 。 记 是 Gauss-Seidel REN BS A IK 
ERE SOR 算法 的 夺 代 公式 为 


6 ALL a 
atro = yf + watt = uii | (8.71) 


式 中 心 称 为 松弛 因子 。 

可 以 证 明 当 名 之 2 时 (8.71) 趟 是 收 全 的 ,w 记 1 称 为 超 松弛 ,w 之 1 称 为 低 众 弛 ,w= 
1 即 为 Gauss-Seidel 选 代 法 。 选 择 不 同 的 w, (8. 71) 式 的 收 仇 速 度 不 同 。 

将 58. 68) 式 代入 (8, ?1) 式 ,得 

tt 一 《1] 一 ru? + Lal wiry + Cae 十 rf) + elt + fi) (8. 72) 

使 用 红 一 黑 排 序 ,同样 可 以 方便 地 对 (8. 72) 式 进行 并 行 计算 ， 

四 、 线 迁 代 法 

以 上 介绍 的 几 种 方法 促 考 虑 对 单个 节点 的 选 代 息 正 , 而 线 迁 代 方 法则 是 考虑 一 条 网 


格 线 上 全 部 节点 的 迁 代 修正 。 
žk Jacobi BRE 
atro — quf D + wip =o Fiy ~ wf, as ui (8. 73) 


ERRA mR ,完成 第 ) 条 网 格 线 的 一 次 迭代 要 求解 - 个 三 对 角 线 方程 组 ,可 利用 
追赶 法 求解 。 若 求解 的 Poisson 方程 其 分 问题 的 规模 为 n Xn, 则 个 三 对 角 钱 方程 组 可 计 
行 求解 。 可 证 明 , 线 Jacobi ERE MU SEE A Jacobi IE PEIE Se Ea ER. 

FEG 73) 式 中 用 oth? ee ol), 则 得 到 线 Gauss-Seidel HABIT. TIT 
机 上 ,将 网 格 线 分 成 红线 和 黑 线 两 组 ,首先 利用 黑钱 上 前 次 远 代 值 计 算 红 线 上 的 选 代 值 、 
全 部 红线 的 值 可 以 同时 计算 ;然后 利用 红线 已 送 代 修正 的 值 计 算 黑 线 上 上 的 选 代 值 ,所 有 黑 


线 上 的 慎 可 同时 计算 ， 
fe PRE RIUM RRB MARRERO, HATE 
eet ees) = duet} + ute =— fi, 一 wy 一 wt (8. 74) 
然后 对 a? BR aid) Sere ea 
ut = (1 一 wef? + wut? (8-75) 
线 超 松弛 迭代 法 的 并 行 计算 与 线 Gauss-Seidel EAER. 
8.6 直接 法 


8.6.1 三 对 角 和 块 三 对 前 方程 组 的 直接 并 行 计 和 站 


在 CFD 中 ,对 一 维 问 题 进行 三 点 中 心 痊 分 离散 ,可 以 得 到 三 对 角 方 程 组 (不 可 乐 流 
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动 , 非 灰 合 求 解 时 ?或 者 块 三 对 角 方 程 组 (可 压 流 动 或 不 可 压 流 动 , 贡 合 求解 时 ) ,对 二 维和 
三 维 问题 ,经 过 控制 方程 进行 近似 因子 分 裂 (AF)、 交 亚 方 向 隐 格 式 (ADI) 或 者 线 松弛 方 
法 进行 钼 理 后 ,通常 可 转化 为 二 对 间或 者 块 三 对 和 角 方 程 组 的 求解 ,所 以 三 对 和 角 和 和 雇 二 对 角 
方程 组 的 求解 是 CFD 计算 中 经 常 磁 到 的 问题 ,其 算法 经 过 推广 可 以 求解 非 稀 芒 { 据 ? 瑟 、 
七 对 角 方 程 组 。 

现在 三 对 角 方程 组 的 直接 并 行 求解 方法 比较 多 ,如 循环 约 化 法 、Stone 算法 、Wang 提 
出 的 分 型 法 .P.H. Michielse 和 H. Van der Vorst 提出 的 Michielse®.Vorst 算法 等 。 近年 求 
迟 利 华 提出 了 双向 并 行 分 裂 (DPP) 法 ,其 通信 建立 次 数 为 2(p 一 1) ,通信 和 量 为 3(p 一 1)， 
通过 改变 消 元 次 序 , 减 少 了 等 待 , 比 Wang 的 分 裂 法 和 Pichielse&.Vors 算法 有 改进 。 我 们 
也 在 考虑 计算 后 有 结果 传输 和 数据 交换 的 情况 下 ,提出 了 SPP 算法 . 这 些 算法 都 采用 分 
治 的 策略 ,首先 由 各 处 理 机 对 子 系 统 进行 消 元 ,然后 求解 缩减 系统 (中 间 需 要 通信 ), 晤 语 
将 缩减 系统 的 解 回 代 到 各 子 系统 求 出 结果 。 

注意 我 们 这 里 讨论 的 并 行 算法 主要 是 面向 分 布 存 储 的 并 行 机 系统 的 .对 其 他 类 型 的 
并 行 机 系统 ; 则 算法 的 描述 需要 修改 ,但 算法 思想 是 相通 的 ， 


下 面 着 重 介绍 SPP 算法 。 
一 、SPP 算法 
L 算法 描述 
三 对 角 方 程 组 Ar = 5 表示 如 下 ; 
[dy x z | | ay | 


da d; a Tr bs 


an- nl Cami | | Tam bat 


L ay, da Zaad debea 

设 处 理 宙 数 为 p, TRTE, En = p Xk RAEI SN, Ns,… , Ny ARE 
A AGT o R EEE EHSA AEA E, A Lh a OS 
ERN kA EIN 8 W A AESA, a BRD AEL RGR FARR. i 
元 过 程 中 引入 的 新 的 非 零 元 就 存储 在 a; Me 中 心 一 1，… on, 算法 描述 如 下 

Stepl: 

各 处 理 机 读 取 各 自 的 数据 ， 

Step2: 

对 Ni; 首 先 将 第 一 行 对 角 元 化 为 1, 然后 自 上 往 下 用 第 i 一 1 行 消去 本 机 上 的 下 次 对 
Hra cidh, PERHE TARATAR ATEA LAN SiS 
1; 首 先 自 上 往 下 用 第 i 一 1 行 消去 第 i 行 的 下 次 对 角 元 4@, G —-DAt+ 2Si< jk HER 
一 行 的 下 次 对 角 元 之 后 将 该 行 的 对 角 元 化 为 1, 再 自 下 往 上 用 第 i 十 1 行 消去 第 ; 行 的 上 次 
Hwe G 一 了 十 1 所 i 氨基 一 2。 对 NN,, 首 先 将 最 后 一 行 的 对 角 元 化 为 1, 然后 自 下 
往 上 用 第 i 十 1 行 消去 第 i 行 的 .上 次 对 角 元 dn 一 十 1 ai San l 消去 每 一 行 的 上 
次 对 角 元 之 后 将 该 行 的 对 角 元 化 为 1, 经 过 step? 后 ,各 处 理 机 上 的 系数 怎 阵 形状 如 下 5 图 
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中 略 去 了 - … 些 元 素 全 为 零 的 块 ,空白 处 为 等 元 素 , 下 同 ): 


l * ix 1 * 1 x 1 1 
l # % 1 六 兴工 
1 * : 1 * * 1 | 
L i l l 1 a x 1 
N, NG SJS pl) N; 
Step3， 


对 和 ,将 本 机 上 的 第 … 行 数据 中 的 ee nerbo- 向 上 传 给 入 ,1( 对 角 元 du or 
BAA L TEE, FEDA Np SIS p l RRRA Ni 的 数据 ,用 接收 来 的 
数据 消去 本 机 上 最 后 一 行 数据 中 的 ck, 再 将 最 后 一 行 的 对 角 元 化 为 1, 然 后 用 本 机 最 后 一 
行 消去 木 机 第 一 行 数据 中 的 CU pat 再 将 本 机 第 一 行 数据 中 的 Ailt B-t 向 上 传 
给 已 -最 后 用 本 机 最 后 一 行 消 去 本 机 其 余 各 行 数据 中 的 c G D SiS 
对 Ni ,首先 接收 N; 传 来 的 数据 ,并 用 接收 来 的 数据 消去 本 视 上 最 后 一 行 数据 中 的 a. 再 
将 最 后 一 行 的 对 角 元 化 为 1。 经 过 step3 后 ,各 处 理 机 上 的 系数 矩阵 形状 如 下 : 


1 * *« 1 * 1 
1 > x 1 * l 
1 x x 1 * 1 
L i ò * 1 9 * ] 
N, NOSIS D N, 
Step4; 


MN, SCRA LS REP HO PRS 六 :然后 自 下 向 上 用 第 ;二 1 
WES AH LM cd... 1 ik —- 1, 2S SR lL ARK N, 传 来 的 
数据 ,用 接收 来 的 数据 消去 本 机 最 后 一 行 数据 中 的 a， BR OLR TE Pe Oy 向 
FS Nj;n1 最 后 用 接收 来 的 数据 消去 本 机 其 余 各 行 数据 中 的 a. GG —DE+ 1515 jk 
一 1. 对 N,; 首 先 接收 NN,_; 传 来 的 数据 ,用 接收 来 的 数据 消去 本 机 上 第 一 行 数据 中 的 
an_it1i; 然 后 自 下 向 上 用 第 ;一 1 行 消去 第 i 行 数据 中 的 asn kti Sn 

经 过 steps 后 ;各 机 上 的 右 端 项 5&(1 <icn) 的 值 就 是 方程 组 的 解 。 

2. 算法 说 明 

(1) 将 数据 平均 分 配给 各 台 处 理 机 ,使 各 机 的 负载 基本 相同 , 易 达 到 负载 平衡 。 

(2) Step? P, Ns ~ Np 的 向 下 和 向 上 消 元 并 未 使 系数 所 阵 中 的 非 零 元 减少 ,但 是 
它 使 得 在 Step3 Stepa 中 可 以 不 是 逐 行 消 元 而 是 跳 过 中 间 各 行 而 先 消去 本 机 上 第 一 行 或 
最 后 一 行 的 非 对 骨 的 非 零 元 ,之 后 立即 将 消 元 后 的 一 行 数据 传 给 邻 和 机 ,减少 了 各 处 理 机 之 
癌 的 等 待 时 间 , 并 且 也 利用 了 计算 与 通信 的 重 登 。 在 问题 规模 很 大 时 ,各 机 的 等 待 时 间 很 
类 ,在 大 部 分 时 间 肉 所 有 的 处 理 机 痢 在 并 行 地 进行 本 地 计算 ,可 获得 较 高 并 行 度 。 

(3) 对 Ni ALN,» E Step2 中 只 进行 单 边 消 元 ,减少 了 计算 量 。 

(4) 先 将 对 角 元 消 为 1, 给 邻 机 传送 数据 时 不 必 传 送 对 角 元 ,减少 了 通信 量 ， 
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3. SPP 算法 用 于 解 块 三 对 角 方 程 组 

将 二 对 角 方 程 组 系数 定 阵 中 的 元 素 换 成 等 阶 的 方 阵 , 将 其 右 端 项 的 每 个 元 素 换 为 等 
长 度 的 向 其 ,就 成 为 块 二 对 攻 方 程 组 的 形式 。. 块 二 对 前 方程 组 的 解法 跟 三 对 角 方 程 组 的 解 
法 相似 ,不同 之 处 在 于 前 者 中 的 消去 单个 元 素 在 后 省 中 变 为 消去 -一 个 矩阵 块 , 这 就 要 将 原 
来 的 元 素 相 线 / 除 变 为 害 阵 求 道 和 和 矩阵 相 葬 或 算 阵 缮 向 其 ,原来 的 元 豪 机 减 变 上 成 第 阵 相 减 
或 向 量 相 减 ,原来 的 化 对 角 元 为 1 变 为 化 对 角 块 为 单 位 矩阵 ,另外 在 后 者 中 邻 机 间 每 次 传 
送 的 数据 不 是 一 行 而 是 玫 行 。 

4. SPP 工法 的 性 能 分 析 

{1) 存储 需求 

SPP 算法 所 震 的 存储 基 , 对 三 对 角 方 程 组 来 说 为 41n(n 为 方程 组 的 阶 数 ), 对 块 二 对 角 
方程 组 来 说 为 3ns + m GRRR s Xs, 方程 组 的 阶 数 为 an Xs), 跟 串 行 的 追赶 法 所 需 存 
ag ie — 

(2) 计算 复杂 性 分 析 

对 三 对 角 方程 组 ,总 的 乘除 法 运算 量 约 为 


12n 一 14 
总 的 加 ,减法 运算 量 约 为 
9n — 12 r 


SREY BARA. BHR .除法 运算 量 约 为 
n 十 (7p — 10) + ae 一 As” 
RLY, MIRE A RA A 
ns? + Tp 10)s? 十 pP 一 12» + rac — 4)s 


与 已 知 最 快 的 串 行 算法 追赶 法 比较 ,SPP 算法 的 运算 量 要 大 很 多 (如 对 三 对 角 方 程 组 
而 言 , 追 赶 法 的 冬 .除法 运算 量 才 为 5n, 加 、 减 法 运算 量 才 为 3n }。 可 见 对 三 对 角 型 方程 组 
的 并 行 直接 求解 ,相对 手 串 行 求解 来 说 引入 了 一 定 的 抑 余 计算 ,这 是 由 于 三 对 角 型 方程 组 
求解 的 数据 相关 性 强 , 并 行 难 度 大 而 引起 的 。 各 种 并 行 算法 都 在 减少 元 余 计 算 芯 、 增 加 求 
和 解 过 程 的 并 行 度 、 减 少 通 信 入 和 达到 负载 平衡 之 间 折 更 考 虚 的 ,对 我 们 后 面 要 介绍 的 带 状 
和 稀疏 带 状 方 程 组 的 并 行 求 解 也 存在 同样 的 问题 。 

《3) 通信 复习 性 分 析 

三 对 角 方程 组 的 SPP 算法 的 通信 和 号 为 3(p 一 1)， 块 一 对 阴 方 程 组 的 SPP 算法 的 道 
{RRA Cp 一 Ds’ 十 2(p 一 1)s; 二 者 通信 建立 次 数 均 为 2C(p 一 1)。 

《4) 性 能 测试 

根据 在 由 10M 以 太 网 互 连 的 工作 站 机 群 (NOWs) 上 进行 的 数值 实验 ,得 出 了 如 表 
8. 3. 表 8. 4 所 示 的 加 速 比 ,其 中 串 行 计算 使 用 追赶 法 , 坪 三 对 角 求 解 中 所 大 小 为 3X 3, 块 
求 道 使 用 高 斯 消去 法 ,Sp 为 绝对 加 速 比 。 算 式 中 的 执行 时 间 包 括 文件 IZO 与 通信 的 时 
间 。 
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R83 三 对 角 方 程 组 的 SPP 算法 的 测试 结果 


n 3 600 14 400 j of 600 230 400 


sf > | 4 | 4 


3.13) 2.02 | 2. 74 | 2.89 2.06 | 3.07 1 3.78 | 2.01 | 3.08 | 3. 80 


(5) 评述 

由 测试 结果 可 以 看 出 ,在 使 用 2 台 处 理 机 对 ,SPP 算法 对 三 对 角 和 块 三 对 角 方 程 组 的 
加 速效 率 都 比较 高 ,这 是 因为 2 台 处 理 机 时 的 计算 量 跟 串 行 的 追 算 法 是 同样 的 .而 在 处 理 
机 数 才 于 2 时 ,加 速 比 不 很 高 ,主要 原因 是 此 时 SPP 算法 比 串 行 追 赴 法 的 计算 量 大 很 多 ， 
授信 和 启动 次 数 较 多 .通信 时 有 等 待 也 是 部 分 的 原因 。 

由 两 张 表 的 对 比 也 可 以 着 出 ,SPP 算法 对 块 三 对 角 方程 组 的 加 速效 洒 比 对 三 对 角 方 
程 组 的 要 好 ,原因 之 一 是 因为 前 者 的 并 行 粒 度 比 后 者 的 大 ,原因 之 二 是 二 者 通信 启动 次 数 
相同 ,而 前 者 的 计算 量 比 后 者 大 很 多 倍 , 前 者 的 计算 /通信 比 蛮 高 于 后 者 。 

=, 其 他 算法 介绍 

1. DPP 算法 

DPP HAR SPP 算法 同样 使 用 分 治 和 并 行 消 元 ,只 是 在 Step3 时 它 是 从 系数 矩阵 的 
头 和 尾 同 时 向 中 间 消 元 ,数据 也 从 两 头 的 处 理 机 CMAN) 向 中 间 的 处 理 机 传送 ,最 后 中 
间 的 两 台 处 理 机 互相 交换 邻接 处 的 一 行 数据 ,各 自 可 以 求 出 一 个 解 ,之 后 中 间 的 处 理 机 回 
代 求解 ,并 将 边界 处 - - 行 的 数据 传 给 另 一 个 方向 相 邻 的 处 理 机 ,接收 到 数据 的 处 理 机 又 可 
以 回 代 求解 ,并 向 另 一 个 方向 相 邻 的 处 理 机 传送 数据 。 这 一 过 程 继续 下 去 ,直到 到 达 两 头 
的 处 理 栅 。 上 基体 算法 请 看 参看 迟 利 华 的 论文 ,在 此 不 缆 述 , 仅 画 出 其 数据 传递 顺序 示意 图 
如 下 : 


在 计算 量 与 通信 直上,DPP 算法 与 SPP 算法 相同 。 在 计算 阶段 ,DPP 算法 中 部 分 处 理 
机 等 待 消息 的 时 间 比 SPP 算法 中 的 要 少 ,理论 上 其 平均 并 行 度 要 高 一 些 。 
在 有 些 CFD 计算 中 ,需要 由 一 台 处 理 机 收集 方程 组 的 解 。 使 用 SPP 算法 ,并 且 让 数 
棒 传 送 的 方向 是 先 由 后 向 前 传 ,后 由 前 向 后 传 ,使 得 编号 越 小 的 好 理 机 越 早 完成 计算 ,用 
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N 接 编号 顺序 接收 各 个 处 理 机 传 来 的 结果 ,就 可 以 很 好 地 利用 计算 .文件 IO 与 通信 的 
量 秋 .此 时 SPP 算法 也 有 自己 的 优势 . 另外 有 些 情况 下 ,求解 完 三 对 前 方程 组 后 需要 进行 
一 些 全 局 前 数据 交换 操作 ,SPP 算法 也 有 优势 ， 

2. PPD 算法 

在 迟 利 华 的 论文 中 还 提出 了 针对 严格 对 角 占 优 三 对 角 方 程 组 的 PPD 算法 .其 算法 好 
想 如 下 : 

对 方程 组 Ar = 5, 首 先 将 矩阵 4 划分 为 子 短 阵 

D, c, : 

A, D G 


其 中 D, A= fo HE, =] spd at DREeek yf = 2,3 Pl, = Cekel sf a 
L2 re p= lap TERN 1 KERMAA e WRK PTR A 1 KE Ty 
量 , 对 右 端 向 量 5 也 做 相应 的 划分 。 


将 A 分 解 为 两 个 矩阵 的 乘积 
dD, [i H 7 
D, G I H, 
A = FT = n E ay w (8. 76) 
Dies Gm I H, 
D, L G I] 


其 中 了 为 KX K Str E.G, = Dr A, 5% = 2,3, pH; = D Caj = į}, Zens p — l. 
A AIC, 只 有 一 个 非 零 元 素 , 故 局 只 有 最 右边 一 列 元 素 非 等 WA”, H, HARA- 
TREF, , 记 为 A”, 则 


Dg = a yrierr i= 12.2 (8. 77) 
Dj? = exer, P= 1s2s-P (8. 78) 

将 4 分 解 为 (8.76) 式 后 , 原 方程 组 的 求解 就 等 价 于 求解 
Fy=b (8, 79) 
Te=y (8. 80) 

在 求解 (8. 79) 的 过 程 中 可 以 同时 求 出 (8. 77?7) 和 (8. 78)。 
SEMA, |e | < el goes fe? l < leP l= L 2 A le | = lent | Al 
lg? | = gal He = lel = Ola | << la | See Sle] = LR EA | 


= (AL AY | = AR pao = AP = OOK PBK EEEN OL. ATEN 
整数 Ka 和 Kia (AB lar? | <= sÅ = Kiss Ks AL | Ag” | "I OL ,天 = LK z Ku ARE 
设 z 为 方程 组 (8, 80) 的 精确 解 , 给 工 Pa AT, 
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AT, 


AT, 
AT = (8. 81) 
AT, 
其 中 
o 0 0 =A? 
0 0 0 — RR x, 
0 Q ome Q 0 
ae a a ee ae Crees: (8. 82) 
—ge 0 0 0 
L-—gP 0 0 0 


Ka MK AER, E || Tf fl AT h o<1,40= max( maxl CANLANIR 
RTEA +AT) + Ar) = y ATRA cs ORE 


ll 
?< 了 ato Ti (8. 83) 
时 , 必 有 
Azle —, (8. 84) 


xl]. 

成 立 。 迟 利 华 还 证 明了 当 4 = max{ max (Ka) max Ka) ) 满足 一 定 的 条 件 时 ,方程 组 (7 十 
AT) (2 + Ar) = y 的 解 满足 不 等 式 (8. 84), 

根据 上 述 推 学, 给 定 误差 界 e MURA n EBK, ELERE Py = 2 A 
T+ AT)z = y 米 求 出 三 对 角 方程 组 的 满足 误差 界 。 的 近似 解 。PPD 算法 的 过 程 如 下 ， 

Stepi; 

将 Dis@c—xsi re be-p on Ox ACEI i AEE, 一 1,2, epe 

Step2: 

各 人 台 处 理 机 同时 进行 消 元 ,第 ;: 台 处 理 机 消去 D 的 对 角 线 以 下 元 素 并 将 对 角 元 素 化 
为 1, 但 对 第 2 至 第 疡 台 处 理 机 的 对 角 线 下 新 引信 的 非 零 元 , 当 其 某 个 值 小 于 开关 利 乡 后 ， 
下 面 新 引入 的 非 零 元 都 近似 看 做 零 元 素 , 向 干 消 元 时 不 再 计算 新 引 人 的 非 零 元 。 消 元 后 处 
理 机 i 将 cin 与 bx EIER EHL + 1,8 = 1,2,-°~ l, 

Step3: 

各 台 处 理 机 同时 进行 水 元 ,第 ; 台 处 理 机 消去 书 ; 的 对 角 线 以 上 元 素 , 但 对 第 1 至 第 p 
一 1 台 处 理 机 的 对 角 线 以 上 新 引信 的 非 零 元 , 当 其 某 个 值 小 于 开关 值 了 后 ,后 面 新 引入 的 
非 零 元 都 近似 看 做 零 元 束 , 向 上 消 元 时 不 再 计算 新 引入 的 非 零 元 。 

经 过 Step2 和 Step3 之 后 ,方程 组 的 系数 矩阵 被 化 为 如 下 形式 所 示 ( 只 面 出 中 间 相 邻 
的 两 台 处 理 机 上 的 系数 抢修 的 形式 ,并 物 略 了 全 为 零 的 块 ): 
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rei? o 了 fefto 1 o 7 
gl i ; gre l 
6 i 0 
ak Aen ghee AER = 
0 : 0 : 

: 1 AW, ; 1 RAKET 
Lo ] AY 0 | 
N Nia 

Step4: 
第 i 十 1 ADAM WL BUS Fe 台 处 理 机 传 来 的 数据 ,计算 
1 Ci Ti b; 
| a all i |- | | (8. 85) 
gy 1 TK +1 D+ 


并 将 oy, 的 值 传送 给 第 i 台 处 理 机 ,i = 1,2,…,pP 一 1。 

Steps: 

第 i 台 处 理 机 利用 Lox 和 Zins WHE MRR E Tue K+ tt TX o 

PPD 算法 有 两 个 好 处 ,一 是 Step2 和 Step3 中 向 下 或 向 上 消 元 时 , 当 计算 出 的 新 非 零 
元 小 于 开关 值 了 后 , 消 元 中 就 不 必 考 虑 新 引入 的 非 零 元 的 值 ,这 就 节省 了 大 其 的 计算 开 
销 ;二 是 Step3 向 下 消 元 后 ,第 i 人 台 处 理 机 可 以 立即 将 cr 与 bx 传 给 处 理 机 i 十 1, 而 Step4 
中 第 i 台 处 理 机 解 完 一 个 二 阶 方程 组 后 ,可 以 立即 将 i 的 值 传递 给 第 ; 十 1 台 处 理 机 ， 
不 像 原来 的 分 裂 法 如 SPP 和 DPP 一 样 需要 一 个 传递 等 待 的 这 程 ,减少 了 通信 等 待 的 时 
闻 .根据 迟 利 华 的 测试 结果 , 当 方 程 组 的 阶 很 大 时 , 并 行 计算 的 加 速 比 接近 处 理 机 台数 ,对 
严格 对 角 占 优 三 对 角 方 程 组 ,这 是 一 个 很 优秀 的 算法 。 


8.6.2 RLY pR RAH Aa aai aAA 


对 一 维 同 题 进行 五 点 中 心 差 分 离散 ,可 以 得 到 带 状 五 对 和 角 或 者 块 五 对 币 方 程 组 .其 形 
式 如 下 图 ,其 中 对 带 状 块 五 对 角 方程 组 而 言 ,系数 矩阵 中 的 元 素 为 等 大 小 的 块 ,未 知 量 和 


右 端 项 元 素 为 等 大 小 的 向 量 ， 
dy ey fy a1] Tà 
b ay Ëz f: Ta by 
a, b 4d, es fs Ls by 
an= Pann dueg Caor Cama) | Zane brs 
ayy On daci Eni] | Ermi bl 
Ün bha da Sen Lh 


对 五 对 角 方 程 组 或 者 块 五 对 角 方 程 组 的 直接 解法 ,主要 有 两 种 思路 ,一 是 推广 三 对 角 
型 方程 组 的 分 裂 法 到 五 对 角 型 方程 组 的 情况 ,二 是 直接 将 其 系数 矩阵 分 块 ,形成 块 三 对 角 
形式 的 方程 给 ,再 使 用 块 三 对 角 方 程 组 的 一 些 并 行 算法 进行 求解 .下 面 对 这 两 类 方法 进行 


介绍 。 
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一 , 带 状 五 对 角 方程 组 的 并 行 分 改 法 

根据 五 对 角 息 阵 与 三 对 角 和 矩阵 形式 相似 的 特点 ,也 可 以 使 用 各 种 分 裂 太 来 对 五 对 角 
方程 组 进行 并 行 求解 。 这 里 使 用 跟 三 对 角 方 程 组 的 PPP 算法 相似 的 消 元 过 程 , 通 过 文字 
描述 加 图 未 的 方法 来 说 明 这 种 算法 (或 者 我 们 可 以 称 之 为 五 对 角 方 程 组 的 DPP 算法 )。 

L HAR 

PTET TT ROM POP} ie AEH E F A ER A a at 
程 中 引入 的 新 的 非 等 元 就 存储 在 刚 被 消去 的 元 素 的 位 置 。 且 假定 处 理 机 台数 为 p,p He 
整除 ,给 各 处 理 机 编号 为 Ni Nortt N pa 

并 行 消 元 的 过 程 是 这 样 的 :首先 ,各 处 理 机 并 行 地 向 焉 和 向 上 消 元 ,并 将 对 角 元 化 为 
1 ,直到 各 机 上 的 系数 矩阵 消 为 如 下 的 形式 (图 中 忽略 了 两 侧 元 素 全 为 零 的 块 , 以 下 同 ): 


1 性 * * » l 其 = * * ] 


l + 其 + * 1 >* 其 * * 1 
Ni NGOS p) N, 

HEARS- SAG PMA OME ROER PRA, M 将 本 
BLE RPS SES ICR PRB Ns; Ns 接收 到 第 一 台 处 理 机 传 来 的 数据 后 ,可 以 将 本 机 
上 最 前 两 行 元 素 中 处 在 对 角 线 左边 的 两 个 非 零 元 消去 ,而 且 将 新 引入 的 非 零 元 也 消去 , 然 
后 利用 接收 来 的 两 行 数据 和 本 机 上 最 前 两 行 数据 ,可 以 将 本 机 上 最 后 两 行 元 素 中 处 在 主 
对 角 线 左 迪 的 两 个 非 零 元 消去 ,而 且 将 新 引入 的 非 零 元 也 消去 .vs GN, 之 间 也 可 以 进 
FAW, REAR RE N S N ZN, 与 N,-: 之 间 又 可 以 进行 类 似 的 操 
fe, EN, 在 将 本 机 上 最 后 两 行 中 的 非 零 元 传 给 N: 后 ,可 以 接着 将 本 机 上 剩 下 的 处 在 主 
对 角 线 左 边 的 非 零 元 全 部 消去 ,NN,-; 也 间 样 ,这 样 从 两 个 方向 同时 向 中 间 并 行 消 元 ,只 是 
到 No 不 再 向 下 传 数 据 , Nooo 不 再 向 上 传 数 据 。 直 到 No 将 其 对 角 线 左边 的 非 零 元 全 部 
BE Noni 将 其 对 角 线 右边 的 非 零 元 全 部 消去 .此 时 各 处 理 机 上 的 系数 怎 阵 变 为 如 下 形 
RN SN, HAS LAMAR OREM): 


1 x # x ¥ 1 
1 * x x # 1 
1 * * ¥ * 1 
1 x +# * 其 1 
NOSES p/2) Nj(p/2 + 1S 780-1 


再 下 一 步 ,， Na 和 和 at 互相 交换 邻接 处 的 两 行 数 据 中 的 非 零 元 ,Von 用 接收 来 的 数 

据 与 本 机 的 最 后 两 行 数据 构成 一 个 可 解 的 缩减 方程 , 解 此 缩减 方程 ,再 将 其 解 代入 本 机 上 

最 前 两 行 方程 ;可 以 消去 最 前 两 行 数据 中 主 对 角 线 右边 的 非 零 元 ,之 后 将 最 前 两 行 数据 中 

的 非 零 元 向 前 传 给 Ns_1; 再 消去 本 机 上 主 对 角 线 右边 余下 的 非 零 元 ,在 Nyt I Npe 

之 间 也 可 以 进行 类 似 的 操作 。 这 样 由 中 间 向 两 头 传递 ,直到 和 Ni 与 N;。 各 处 理 机 并 行 消 元 ， 
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直到 各 机 上 将 所 有 的 非 对 角 元 都 消 为 鹤 元 喜 。 

上 述 步 又 中 ,系数 符 阵 消 元 时 ,相应 的 右 端 项 也 随 之 变化 。 消 元 结束 时 ,各 处 理 机 上 右 
端 项 的 集合 就 是 原 方程 组 的 解 。 

对 块 五 对 角 廊 程 组 也 可 使 用 同样 的 并 行 消 元 法 ,只 是 上 述 步 又 中 对 单个 元 素 的 操作 
要 变 为 对 算 阵 或 者 向 其 的 操作 。 

=, 带 状 五 对 角 方程 组 的 块 三 对 角 并 行 求解 法 

将 方程 组 系数 入 阵 沿 对 角 线 及 其 两 侧 分 成 2X2 的 块 , 则 系数 答 阵 就 可 看 成 是 块 三 对 
角 竹 的 形式 ,如 下 图 : 


使 用 上 面 所 讨论 的 三 对 角 型 方程 组 的 并 行 求解 方法 如 SPP 算法 或 DPP 算法 ,可 以 
很 容易 地 进行 求解 。 鉴 于 上 面 已 经 详细 讨论 过 这 些 解 法 ,此 处 就 不 骨 重 复 ， 

对 块 五 对 角 方 程 组 也 可 使 用 同样 的 分 块 和 求解 方法 , 无非 是 块 更 大 而 已 。 

AHURA PH REE ,需要 对 一 维 问题 进行 七 点 中 心 差分 离散 ,这 就 得 到 七 对 
角 方 程 组 或 者 块 七 对 角 方 程 组 。 对 七 对 角 型 方程 组 的 直接 求解 , 跟 五 对 角 型 方程 组 类 似 ， 
同样 可 以 推广 到 使 用 并 行 分 型 法 求解 ,只 是 交换 的 狼 据 量 更 大 ;或 者 直接 将 其 系数 第 阵 分 
块 (分 块 大 小 为 3X3) ,形成 块 三 对 角形 式 的 方程 组 ,然后 青 使 用 抉 三 对 角 方 程 组 的 一 些 
并 行 算法 进行 求解 。 具 体 算法 请 读者 容 行 推导 ,在 此 不 蒙 述 。 


8.6.3 稀 足 带 状 方程 组 的 并 行 计算 


对 于 稀 玉 带 状 方程 组 如 稀 醇 带 状 五 ,七 对 角 和 稀 蓝 带 状 块 五 ,七 对 角 方程 组 ,除了 可 
以 用 上 面 介绍 的 适 代 法 并 行 求解 外 ,还 可 以 使 用 直接 法 并 行 求 解 。 

因为 稀 芒 矩阵 跟 一 个 邻接 图 相对 应 ,一些 研 究 中 采用 先 对 邻接 图 的 节点 进行 有 葡 的 
排序 如 赂 塞 排序 、 极 小 度 排 宁 \ 扇 入 排序 等 , 排 康之 后 青 采 用 对 相应 的 新 矩阵 进行 分 解 的 
方法 来 求解 方程 组 ,分 解 时 通常 并 不 能 保证 原 矩 阵 中 元 素 为 零 的 位 置 上 其 分 解 因子 的 元 
素 也 为 零 , 即 会 引入 了 一 些 填 入 元 (多 -in 。 基 于 排序 的 算法 可 以 有 效 地 减少 存 铺 需求 与 
计算 量 ,但 处 理 起 来 比较 复杂 ,而 且 数据 相关 性 也 比较 强 ,并 行 难度 大 ,我 们 手头 肖 无 这 广 
而 的 较 好 的 算法 资料 。 

因为 块 三 对 角 方程 组 已 经 有 和 较 成 训 的 并 行 解法 ,有 些 研究 中 把 稀 芒 带 状 五 .七 对 角 型 
方程 组 归结 为 块 三 对 角 方 程 组 ,使 用 解 块 三 对 角 方 程 组 的 方法 对 其 进行 并 行 求解 ,这 些 算 
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法 在 简单 有 效 的 同时 ,但 计算 量 很 大 。 

总 之 ,大 型 稀 朴 带 状 线 手 方程 组 的 并 行 求解 是 个 难题 。 特 别 对 并 行 直 接 求 解 来 说 ,由 
于 数据 相关 性 强 ,求解 中 如 何 法 到 较 高 的 并 行 冻 ,同时 尽量 减少 元 余 计 算 旺 和 般 信 开销 ， 
是 很 困难 的 问题 。 

我 们 也 提示 了 一 种 跟 Gauss 消去 法 类 似 的 算法 (PPE 算法 ) ,在 一 定 程度 上 发 掘 了 问 
题 的 并 行 福 。 下 面 将 介绍 分 块 后 并 行 分 裂 的 算法 和 PPE 算法 。 

一 、 稀 芯 带 状 五 对 角 和 块 五 对 方程 组 的 并 行 计算 

对 二 维 问题 进行 强 隐 格式 的 五 点 中 心 差分 离散 ,就 可 以 得 到 稀 琉 带 状 五 对 角 ( 非 克 合 
求解 ?或 者 稀 下 带 状 块 五 对 角 方 程 组 (耦合 求解 ) , 设 在 两 个 方向 上 布置 的 网 格 点 数 分 别 为 
im + ldm 十 1, 则 方程 组 的 系数 息 阵 如 下 图 所 示 : 


dı £1 hy 
Ëz d, B: h: 
Ea ds 53 
him Im jm] 
F imta Rim x 出 一 项 
Fimbo 
Tenne Emx jm— 1 diax ml SineX jm—1 
J asi im x jm dix ym 


其 中 次 对 角 线 了 到 eg 到 关 之 间 的 带宽 为 jm 一 2, 这 一 带宽 一 般 比 较 大 ,根据 五 点 中 心 差 
分 离散 格式 ,对 于 e.g 两 条 次 对 角 线 上 的 元 圳 ,每 隔 jm 一 2 个 元 束 就 有 一 个 零 元 。 ERK 
中 际 每 一 条 平行 于 对 角 线 的 直线 上 的 所 有 元 宫 的 集合 为 一 层 ， 

L ARPA Mai RS HAT RBS 

我 们 也 可 以 将 上 述 系 数 矩 阵 划分 为 块 三 对 角 阵 ,然后 使 用 块 三 对 角 的 并 行 算 法 来 对 
其 进行 求解 。 由 于 e.g 两 条 次 对 角 线 每 隔 jm 一 2 个 元 于 就 有 一 个 零 元 ,因此 正好 可 以 将 
系数 矩阵 划分 成 块 大 小 为 jm X jm 的 抉 三 对 角 阵 。 而 且 ,在 此 块 三 对 角 方 程 组 中 的 每 个 块 
不 是 对 角 人 阵 就 是 三 对 角 阵 ，。 

在 使 用 分 裂 法 如 SPP 分 裂 法 对 这 种 块 三 对 角 方程 组 进行 并 行 求解 中 ,在 Step2 进行 
块 消 去 和 化 对 角 块 为 单位 阵 的 开始 阶段 ,可 以 利用 初始 块 为 对 角 阵 或 者 三 对 角 阵 的 特点 
来 减少 计算 量 ,但 是 ,消去 完 几 个 块 后 ,新 引入 的 块 就 几乎 变 成 了 称 窗 阵 了 ,而 Step? 结束 
时 ,所 有 新 引入 的 位 于 主 对 角 块 两 边 的 块 都 是 稠密 的 了 .所 以 我 们 还 必须 将 这 些 块 当做 笛 
密 阵 来 存储 , 即 相 当 于 存储 从 次 对 角 线 了 到 次 对 角 线 疡 的 整个 带 状 部 分 (包括 开始 的 非 零 
元 )。 在 计算 中 ,为 了 简便 ,也 把 所 有 的 块 都 当做 稠密 阵 来 处 理 。 

对 稀 蓝 带 状 块 五 对 角 方 程 组 也 可 以 用 同样 的 算法 。 

这 种 算法 在 简单 化 的 同时 ,也 带 来 存储 量 需 求 巨大 ,计算 基 高 的 问题 。 特 别 是 对 这 人 么 
大 的 块 要 进行 求 造 , 相 索 等 操作 ,不仅 计 算 量 大 ,而 且 需 要 大 最 的 数据 移动 ,这 是 非常 费时 
的 


下 面 介绍 另外 一 和 神思 路 的 并 行 算法 ,我 们 暂且 称 其 为 流水 线 并 行 消去 法 PPE 
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(Pipeline Parallel Elemination ) 算 法 。 
2. REREH A Aima PPE 工法 


考 虚 到 次 对 谣 线 了 到 到 4 之 和 间 的 带宽 较 大 (总 带宽 为 2 x jm 十 1) 的 特点 ,如 果 将 数 
据 按 行 分 配 到 各 处 理 机 于 PAH MELB MARAE RAE EBS ICR PTR 
得 较 高 的 并 行 度 。 当 然 , 各 处 理 机 对 同一 层 的 元 素 进行 消 元 时 有 一 定 的 顺序 ,这 就 需要 数 


据 传递 和 等 待 。 这 就 是 PPE 算法 的 核心 思想 。 
(1) 算法 描述 


BEA p 台 处 理 机 ,编号 为 N,N:，… ,NN,; 不 失 一 般 性 , 设 p XX 二 im X jm, PRE 
k> jm。 数 据 按 行 平均 分 配 到 各 台 处 理 机 .上 , 即 每 台 处 理 机 分 配 到 系数 矩阵 中 的 走行 和 右 
端 向 量 中 的 下 个 分 量 。 存 储 从 对 角 线 了 到 对 角 线 丘 的 整个 带 状 部 分 ,也 存 情 带 状 部 分 中 间 
初始 为 零 的 元 素 , 因 为 在 消 元 过 程 审 会 在 这 些 位 置 引 入 非 零 元 。 另 外 还 要 存 鱼 右 喘 向 量 。 


算法 步 又 如 下 : 
Step1; 
xt Np: 


首先 将 第 站 一 jm Be — TERR EY A Ik 一 jm 十 1 行 上 


for layer from 1 to jm — ldo 
FAAS k — layer 行 消 去 第 一 jm 行 的 当前 最 右 一 个 非 零 元 
依次 用 第 让 一 jm 行 到 第 2 行 消 去 其 上 一 行 的 当前 最 右 一 个 非 零 元 
将 本 机 第 一 - 行 数据 上 传 给 NN, 一 1 

end for 

依次 用 第 不行 到 第 2 行 消去 其 上 一 行 的 当前 最 右 一 个 非 零 元 

将 本 机 第 一 行 数据 上 传 给 NN, 一 1 


RONG = 2, — 1): 
for layer from 1 to jm do 
等 待 并 接收 来 自 N; 一 1 的 数据 
用 接收 来 的 数据 消去 本 机 最 后 一 行 数据 中 的 当前 最 右 一 个 非 零 元 
依次 用 第 直行 到 第 2 行 消去 其 上 一 行 的 当前 最 右 一 个 非 零 元 
将 本 机 第 一 行 数据 王 传 给 N; 一 1 


end for 


对 Ny: 
for layer from 1 to jm do 
等 待 并 接收 来 自 N; 的 数据 
用 接收 来 的 数据 消去 本 机 最 后 一 行 数据 中 的 当前 最 右 一 个 非 誉 元 
依次 用 第 关 行 到 第 2 行 消去 其 上 一 行 的 当前 最 右 一 个 非 零 元 


end for 
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Bit Stepl 后 ,系数 第 阵 主 对 角 线 右边 的 非 零 元 完全 消去 。 
Step2: 
对 Ni: 
for fayer from 1 to jm — 1do 
FAS layer 十 1 行 消去 第 layer 十 2 到 jm 十 1 行 的 当前 最 左 一 个 非 零 元 
依次 用 第 jm 十 1 行 到 第 二 一 1 行 消去 其 下 一 行当 前 最 左 一 个 非 零 元 
将 本 机 最 后 一 行 数据 向 下 传 给 N。 
end for 
依次 用 第 1 行 到 第 一 1 行 消去 其 下 一 行 的 当前 最 左 一 个 非 等 元 
将 本 机 最 后 一 行 数据 向 下 传 给 N, 


对 Ndi = 2.0, — 1): 
for layer from 1 to jm do 
等 待 并 接收 Ni_i 传 来 的 一 行 数 据 
用 接收 来 的 数据 消去 本 机 第 一 行 的 当前 最 左边 的 非 零 元 
依次 用 第 1 行 到 第 大 一 1 行 消去 其 下 一 行 的 当前 最 左 一 个 非 零 元 
将 本 机 最 后 一 行 数据 向 下 传 给 Ni 


end for 


对 Np: 
for layer from 1 to jm do 
等 待 并 接收 N, 一 1 传 来 的 一 行 数 据 
用 接收 来 的 数据 消去 本 机 第 一 行 的 当前 最 左边 的 非 零 元 
依次 用 第 1 行 到 第 一 1 行 消去 其 下 一 行 的 当前 最 左 一 个 非 零 元 
end for 
Step2 跟 Step] 类 似 , 只 是 消 元 方向 为 由 上 向 下 。 它 将 系数 矩阵 主 对 角 线 左边 的 非 堆 
元 完全 消去 。 l 
Step3; 
AALE FF a as OL Ey A Ot PHL L 
在 对 系数 矩阵 进行 消 元 时 ,方程 组 的 右 端 项 也 相应 变化 。 经 过 Steps 后 , 右 端 项 即 为 
所 求 的 方程 组 之 解 。 注 意 上 述 算法 描述 中 所 用 的 “第 = 行 " 是 相对 于 本 机 而 言 的 。 
(2) 理论 分 析 及 结 洒 测试 
“PPE 算法 的 并 行 模式 
PPE 算法 的 并 行 模式 跟 微 处 理 器 中 指令 的 流水 线 并 行 执行 相似 ,算法 中 的 每 台 处 理 
机 就 相当 于 流水 线 中 的 一 站 {stage) ,系数 矩阵 中 的 一 层 元 素 就 相当 于 流水 线 中 执行 的 一 
条 指令 , 我 们 这 里 假设 p < jm. 在 Step] P, N, 首先 消去 完 本 机 上 系数 惩 阵 右 边 的 第 一 
层 , 将 本 机 上 第 一 行 数据 传 给 N,_1, 于 是 N,-, 可 以 开始 消 本 机 上 系数 矩阵 的 右边 第 一 
层 ,此 时 N, 开始 消 右边 第 二 层 , N。，, 清 完 右边 第 一 层 又 向 No 传 本 机 上 第 一 行 数据 ， 
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……; 如 此 传递 下 去 ,到 某 一 时 刻 开 始 所 有 的 处 理 机 都 在 进行 消 元 操作 , 此 时 并 行 度 为 p， 
保持 并 行 度 为 p 一段 时 间 后 ,N, 首先 消 完 本 机 上 系数 矩阵 的 主 对 角 线 右边 的 所 有 非 零 
元 ,停止 上 消 , 接 着 NN,_; 到 Ni 依 次 停止 上 消 , Step2 Ht Step] 类 似 , 内 不 过 是 Ni 首先 开始 
向 下 消 元 并 最 先 将 主 对 角 线 左边 的 非 零 元 消 完 。 这 跟 庆 水族 执 行 时 有 一 个 启动 Cstart- 
up) . 满 流 (full} 和 清空 (clean-up}) 的 过 程 是 很 相像 的 。 程 序 执行 中 的 并 行 度 与 时 间 的 关系 
如 下 (以 户 一 4 为 例 ): 


i 

Ip 4 

厅 
2 


a 
时 间 


不 难得 出 ,系数 矩阵 次 的 次 对 角 线 e 到 次 对 角 线 天 的 带宽 越 大 ( 即 jm 越 大 ), 则 程序 执 
行 期 间 的 平均 并 行 度 就 越 大 ,并 行 效 率 会 越 高 。 
* PPE 算法 的 存储 需求 
由 于 需要 存储 次 对 角 线 * 到 次 对 角 线 严 中 则 的 所 有 带 状 部 分 ,加 上 右 端 项 , 共 需 加 X 
jm X (2 X jm + 2) PEM. 
> PPE 算法 计算 与 通信 开销 
估算 了 PPE 算法 和 分 块 算法 ( 解 岂 三 对 角 方程 组 用 单 向 并 行 分 列 法 SPP) 的 计算 量 
和 通信 开销 ,其 中 计算 量 以 评点 乘除 法 的 总 量 {( 浮 点 加 、 减 法 的 总 量 跟 雪 除 法 的 相近 ) 为 标 
准 , 并 上 略 去 了 所 有 的 小 量 ,结果 如 表 8. 5。 
表 8. 5 PPE 算法 与 分 块 算法 的 计算 与 通信 开销 比较 
算法 计算 量 ii fa ft 通 贸 启动 次 数 


分 块 算法 


2Cp — l)jmijm + 1) 
20p Dm? 


由 表 8.5 可 见 ,PPE 算法 的 计算 量 约 是 分 块 算法 计算 量 的 1/6。 在 通信 量 方面 ,PPE 
算法 与 分 块 算 法 的 接近 ,但 PPE 算法 的 通信 息 动 次 数 比 分 块 算法 的 要 多 。 二 者 的 计算 量 
MA im 成 正比 ,与 jm 的 立方 成 正比 。 

- 测试 结果 

用 PPE 算法 和 分 块 算法 编制 并 行程 序 , 并 用 变形 的 高 斯 消去 法 (不 分 块 , 消 元 只 消 到 
带 状 边界 ,其 计算 量 经 估算 约 为 ine jm ) 编 制 捉 行 计算 程序 ,在 工作 站 机 群 上 进行 测试 ， 
取得 数据 如 表 8. 6.8 8.7, 其 中 加 速 比 为 解 相 同 规模 问题 时 ,并 行 计 算 的 墙 上 时 间 跟 串 行 
算法 计算 的 墙 上 时 间 之 比 。 对 串 行程 序 , to = 72, jm = 20 fe LTT 9 0. 211982 = 
72,jm = 40 时 的 塘 上 时 间 为 2 5428s. 


(= pm jm? + B — 10/pdim* jar 2tp— 1 


2¢~ 一 Dym 
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表 8.6 测试 结果 一 tim 一 72.j = 20) 
Nb HE BLE 
墙 上 时 间 1. 1599 0. 8663 0. 3624 


8.7 测试 结果 二 Gm = 72,jm = 40) 


处 理 机 数 2 4 6 
WERTE) 11. 6863 | 5. 8021 5. 6072 


加 速 比 0. 22 
墙 上 时 间 1. 9339 


0. 47 0.49 


OG. 9445 0. 7078 


由 表 8. 6.22 8.7 可 以 看 出 ,分 块 算法 的 墙 上 时 间 很 长 ,而 PPE 算法 的 墙 上 时 间 愉 是 
分 块 算法 的 儿 分 之 一 ,说 明 PPE 算法 的 计算 效率 确实 比 基 于 分 块 的 算法 高 。 当 带宽 扩大 
时 ,程序 的 执行 时 间 迅 速 增长 ,但 是 PPE 算法 的 加 速 比 也 有 较 大 的 增长 ,跟前 面 的 分 析 是 
吻合 的 。 分 块 算法 的 加 速 比 还 不 到 1, 是 因为 它 的 计算 量 是 串 行 算法 的 很 多 倍 的 缘故。 

另外 也 应 注意 到 ,PPE 算法 一 方面 节省 了 总 计算 量 , 另 一 方面 却 增 大 了 通信 启动 次 
数 ,通信 开销 的 影响 较为 显著 。PPE 算法 在 测试 结果 一 中 的 加 速 比较 低 ,这 主要 因为 其 带 
DEAE, im 也 较 小 ,导致 计算 计算 /通信 比较 小 ,并 行 效 率 不 高 。 

上 面 两 种 算法 都 不 是 很 理想 ,除了 存储 需求 巨大 之 外 ,还 存在 计算 量 巨大 的 问题 , 特 
别 是 基于 分 块 的 并 行 分 裂 法 的 计算 景 很 大 。 另 一 方面 , PPE 算法 的 实质 是 捉 行 的 高 斯 消 
去 法 的 变形 形式 ,求解 中 几乎 不 能 选 主 元 ,而 分 块 算法 虽然 在 块 求 逆 中 可 以 选 主 元 ,但 其 
实 也 很 有 限 。 这 就 带 来 求解 过 程 的 稳定 性 问题 ,在 问题 规模 很 大 时 , 舍 人 误差 可 能 会 严重 
积累 ,使 得 计算 出 来 的 结果 例 差 很 大 。 控 制 误 差 跟 使 求解 过 程 高 度 并 行 是 一 对 矛盾 的 问 
题 , 难 以 找到 很 好 的 解决 办 法 ,这 也 是 很 多 应 用 中 都 尽量 避免 稀 蔓 带 状 方程 组 的 并 行 直接 
求解 的 原因 .排序 之 后 再 并 行 分 解 与 消去 的 方法 在 稳定 性 方面 可 好 一 些 , 计 算 量 也 得 到 减 
少 , 但 我 们 这 里 尚 没有 该 方面 并 行 算法 的 资料 。 有 兴趣 的 读者 可 以 在 这 方面 进行 深入 研 
究 。 

上 上述 两 种 算法 可 以 推广 到 稀 朴 块 带 状 五 对 角 方 程 组 的 并 行 求解 二 。 

二 、 稀 疏 带 状 七 对 角 和 块 七 对 角 上 太 程 组 的 并 行 求解 

对 三 维 问题 进行 强 隐 格 式 的 七 点 中 心 差 分 离散 ,就 可 以 得 到 稀疏 带 状 七 对 角 ( 非 耦合 
RAE) RA ABB ER TAR Ot Fe FE GS RA) 。 稀 草 带 状 七 对 角 方 程 组 的 系数 矩阵 如 下 
HR: 
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xt y P x? 


xi x * x x 


* 其 * * 
* 其 * 


# * 


证 


ee 


“ 设 在 三 个 方向 上 布置 的 网 格 点 数 分 别 为 imt m+ Lin 十 1; 则 次 对 角 线 1 与 次 
对 和 角 线 2 之 加 的 间隔 为 am 一 2, 次 对 角 线 2 与 次 对 角 钱 3 之 间 的 间隔 为 jm X hm 一 km 一 


i. 


Xt FAB BAH RCIA OAL R-E AT BLAS FEAT OR Oy E FG HP AR 
五 对 角 或 稀 朴 块 带 状 五 对 角 方 程 组 求解 的 两 种 方法 类 似 的 策略 ,这 里 不 再 详 述 .但 是 由 于 
这 两 种 算法 用 于 稀 琉 带 状 七 对 角 方 程 组 时 的 存 铺 开 销 所 大 ,计算 量 也 很 大 , 布 生 示 存 在 稳 
定性 问题 , 故 对 大 型 的 问题 是 让 适用 的 。 对 大 型 的 三 维 问题 ,如 果 直 接 离散 导出 舌 槛 带 状 


七 对 角 吝 方程 组 的 话 , 我 们 还 是 倾向 于 使 用 选 代 法 来 解 。 
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